Capitulo 1

Ecuaciones diferenciales

1.1. Generalidades acerca de las ecuaciones diferenciales

Sea y = f(z) una funcién real definida en un intervalo abierto I. Supongamos que f es derivable
hasta el orden n al menos y que, en todo punto = de I, existe entre y y sus n primeras derivadas una

relacién de la forma P p
mn
o may77y77y7"'a i =0. (11)
dz’ dx? dz™
La ecuacién (1.1) en la cual la funcién y = f(z) es considerada como la incégnita, es llamada ecuacidn
diferencial ordinaria de orden n. Claro estd que, la misma expresion se aplica a toda ecuacién que puede
reducirse a dicha forma.
Un caso particular importante es aquel en el cual la ecuacién diferencial se escribe como

dny dy d2y dnfly
- o 7 1.2
dan (m, Y de? dan1 ) (12)

la cual se dice que estd dada en forma normal.
Las siguientes ecuaciones son algunos ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinarias que estudiaremos
mds adelante.

A’z

. M=
dt?
sujeta a un muelle helicoidal que suministra una fuerza de recuperacién proporcional al desplaza-
miento x, con constante de proporcionalidad k.
d*i 1. dE e . . . . N P
2. L— 4+ —i = —, ecuacién diferencial que gobierna la corriente 4 (¢) en un circuito eléctrico com-

a2~ C dt’
puesto por un inductor con inductancia L, un capacitor con capacitancia C' y una fuente de voltaje

E (t), donde t es el tiempo.

+ kx = F(t), es la ecuacion diferencial que gobierna el movimiento de una masa m que estd

d*0

3. o2 + %sen@ = 0, ecuacién diferencial que gobierna el movimiento angular 6 (¢) de un péndulo de
longitud L bajo la accién de la gravedad, donde g es la aceleracién de la gravedad y ¢ es el tiempo.
dx

= cx, ecuacién diferencial que gobierna la poblacién z(t) de una sola especie, donde ¢ es el

Cdt
tiempo y ¢ es una tasa constante neta de natalidad / mortalidad.
d*y dy\ o : : .
5. i C 1+ 7 ) ecuacion diferencial que gobierna la forma de un cable o cuerda flexible,
x x

colgando bajo la accién de la gravedad, donde y(x) es la deflexién y C' es una constante que depende
de la densidad de masa del cable y la tensién en el punto medio = = 0.

d4
6. ET d—?i = —w (), ecuacién diferencial que gobierna la deflexién y(z) de una viga sometida a una
s

carga w (z), donde E e I son constantes fisicas del material de la viga y de la seccién transversal,
respectivamente.



2 CAPITULO 1. ECUACIONES DIFERENCIALES

Observacién 1.1 La ecuacion diferencial (1.1), recibe el calificativo de ordinaria para indicar que la
funcion incégnita es funcion de una sola variable. Si la funcion incdgnita es funcion de varias variables,
la ecuacion diferencial se denomina en derivadas parciales.

Algunas ecuaciones diferenciales parciales representativas e importantes son las siguientes:

0%u ou
1. QQW = 50 es la ecuacién del calor, que rige la variacién de la distribucién de la temperatura
x

en funcién del tiempo u(x,t) en una varilla o placa de una dimensién; x localiza el punto ba-
jo consideracién dentro del material, ¢ es el tiempo y o2 es una propiedad del material llamada
difusividad.
0u  0%u  *u y ) o

2. — + — + — =0, es la ecuacién de Laplace, que gobierna la distribucién de la temperatura
0x2  Oy? 022
de estado estacionario u(x,y, z) dentro de un cuerpo tridimensional; z, y, z son las coordenadas del
punto dentro del material.

0x2 = Oy? ot?’
membrana vibrante tal como una membrana de tambor.
g Py, O O i6n biharméni bierna la funcién de corriente u(z, )
. =—+2—-——=+—-— =0, eslaecuacién biharménica, que gobierna la funcién de corriente u(x
ax4 83}'2 8y2 ay4 Y Y q g Y y
en el caso de un movimiento lento (de arrastre) de un fluido viscoso tal como una pelicula de pintura

0? 0? 0%u ) . )
3. | =+ == | = —, es la ecuacién de onda, que gobierna la defleccién wu (z,y,2) de una

hiumeda.
5 @ + @ =
" 9s Ot
2o

or Oy

ou 282u
7. a = C @

1.1.1. Problemas de valores iniciales y problemas de valor en la frontera

Ademass de satisfacer la ecuacion diferencial, la funcién desconocida se somete a menudo a condiciones
en uno o mas puntos del intervalo considerado. Las condiciones especificadas en un punto tnico (a menudo
el punto extremo izquierdo del intervalo), se llaman condiciones iniciales, y la ecuacién diferencial junto
con esas condiciones iniciales se llama un problema de valor inicial. Las condiciones especificadas
en ambos extremos se denominan condiciones de contorno o de frontera, y las ecuaciones diferenciales
junto con las condiciones de contorno se llaman problemas de valor limite. Para los problemas de valores
iniciales, la variable independiente suele ser el tiempo, aunque no necesariamente, y para los problemas
de valores limite la variable independiente suele ser una variable espacial.

Ejemplo 1.1 Movimiento en linea recta de una masa. Consideremos el problema de predecir el movimien-
to en linea recta de un cuerpo de masa m sometido a una fuerza F(t). De acuerdo con la sequnda ley de
movimiento de Newton, la ecuacion diferencial que gobierna el desplazamiento x(t) es m ' = F(t).
Ademds de la ecuacion diferencial, supongamos que queremos imponer las condiciones x©(0) = 0 y
2'(0) = vg; es decir, el desplazamiento y la velocidad inicial son 0 y v, respectivamente. Entonces la
formulacion completa del problema es el problema de valor inicial

ma’(t)=F(t), 0<t<+o00 (1.3)

z(0)=0, 2'(0) =wvg. ’
Esto es, z(t) debe satisfacer la ecuacion diferencial m x (t) = F(t), en el intervalo 0 < t < +o00 y las
condiciones iniciales x(0) =0 y 2'(0) = vp.
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Ejemplo 1.2 Deflexion de una viga en voladizo cargada. Consideremos la deflexion y(x) de una viga

en voladizo de longitud L, bajo una carga w (x) % Usando la llamada teoria de la viga de Fuler, se

encuentra que el problema gobernante es el siguiente:
{EIy’” —w(zr), 0<z<L

() =0, (0 =0, y(L)=0, y"(L)=0, (14)

donde E e I son constantes fisicas conocidas.

Las condiciones adjuntas son condiciones de contorno porque algunas se especifican en un extremo, y
otras en el otro extremo, y (1.4) es por lo tanto un problema de valor limite. La significacién fisica de las
condiciones de contorno es la siguiente: y(0) = 0 es verdadera simplemente en virtud de nuestra ubicacién
elegida del origen del sistema de coordenadas z, y; y'(0) = 0, ya que la viga estd en voladizo fuera de
la pared, de modo que su pendiente en = 0 es cero; y” (L) = 0 y y"”/(L) = 0 porque el momento y la
fuerza de cizallamiento, respectivamente, son cero al final (extremo) de la viga.

Nota. Una ecuacién diferencial es una ecuacién que implica derivadas. Al tratar un problema de
aplicacién, se debe empezar por etiquetar todas las cantidades y dibujar una figura o diagrama. También
es necesario identificar las variables dependientes e independientes.

1.1.2. Solucién de una ecuacion diferencial

Consideraremos por simplicidad la ecuacién diferencial de primer orden en su forma normal: y' =
f (z,y). Rara vez podemos encontrar su solucién en forma explicita, es decir como y = ¢(z). Diremos
que la ecuacién @ (z,y) = 0, define una solucién en forma implicita si @ (z,y) es una funcién conocida.

. Coémo saber que la ecuaciéon @ (z,y) = 0 define una solucién y = ¢(x) de la ecuacién y' = f (z,y)?
Asumiendo que se cumplen las condiciones del teorema de la funcién implicita, diferenciamos ambos
miembros de la ecuacién @ (z,y) = 0 con respecto a x :

9o 00
— 4+ —vy =0. 1.5
5 T ay" (1.5)
De la ecuacién y' = f (z,y) obtenemos:
o 9P
— + — = 0. 1.6
o +-aylf(x,y) (1.6)
Por lo tanto, si la funcién y = ¢(x) es una solucién de ¢y = f (x,y), entonces la funcién @ (z,y) =
P 0P
y — ¢(x) debe satisfacer (1.6). En efecto, en este caso, tenemos T - (z) y e
x

Una ecuacién diferencial ordinaria puede ser dada ya sea para un conjunto limitado de valores de
la variable independiente o para todos los valores reales. Restricciones, si las hay, pueden ser impuestas
de manera arbitraria o debido a las limitaciones relativas a la ecuacién. Tales restricciones pueden ser
causadas por condiciones impuestas a la ecuacién o por el hecho de que las funciones que participan en
la ecuacién tienen dominios limitados. Por otra parte, si una ecuacién diferencial ordinaria se declaré
sin restricciones explicitas a la variable independiente, se supone que todos los valores de la variable
independiente estdn permitidos con excepcién de los valores para los que la ecuacién no tiene sentido.

Ejemplo 1.3 La relacion

x

2 —u?
In(y)+y“— [e ™ du=0, cony >0,
0

. .. . L . . . .-
es considerada una solucion en forma implicita de la ecuacion diferencial (1 + 2y2) y —ye ¥ = 0,0
2
- 2 /! Yy —x
también y' = 52 e' ' ' . '
Esto puede ser visto derivando la relacion dada implicitamente con respecto a x. FEsto conduce a

€T

d 1 )
. Iny + 3> —/e_“zdu = 0= Y +2y —e " =0 (
x Y

1+2y2> ’ e_'”Q

0
/ y _1,2

— = —_—
Y = 152,.2°¢
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Ejemplo 1.4 La funcién y(z) que estd definida implicitamente por la ecuacion z? + 2y*> = 4 es una
solucion de la ecuacion diferencial x + 2yy’ = 0 en el intervalo |—2,2] sujeta a y (£2) = 0.
La relacion implicita x? + 2y? = 4 contiene las dos soluciones explicitas

1 1
y(x):,/Q—iazQ y y(x):—1/2—§m2 para —2 < 1w <2,

que corresponden grificamente a dos semielipses. En efecto, si reescribimos la ecuacion diferencial x +
2yy’ = 0 en la forma normal Y = ——, entonces deberiamos excluir y = 0 de la consideracion. Puesto
)

que x = £2 corresponde a y = 0 en ambas soluciones, debemos excluir estos puntos del dominio de las
soluciones explicitas. Note que la ecuacion diferencial x+2yy’ = 0 tiene infinitas soluciones: x> +2y? = C,
con |z| < C, donde C es una constante arbitraria positiva.

MATLAB dispone del médulo Symbolic Math Toolbox, que permite manejar el cdlculo matemati-
co simbdlico con mucha facilidad. Por ejemplo, para graficar la funcién y(z) en el intervalo [—2, 2] use los
comandos y la gréfica aparece en la figura 1.1.

>> £=’(2-0.5%x72)"0.5’
>> fplot(f,[-2,2])
>> grid on

Figura 1.1. Solucién explicita de la ecuacién diferencial
z+2yy = 0.

A continuacién, se observa que una ecuacién diferencial puede (y generalmente) tienen un nimero
infinito de soluciones. Un conjunto de soluciones de y' = f(z,y) que depende de una constante arbitraria
C merece un nombre especial.

Criterion 1.2 Una funcién y = ¢ (z,C) es llamada la solucion general de la ecuacion diferencial y' =
f(z,y) en algin dominio bidimensional ) si para todo punto (x,y) € Q existe un valor de la constante
C tal que la funcion y = ¢ (x,C) satisface la ecuacion y' = f(x,y). Una solucion de esta ecuacion
diferencial puede ser definida implicitamente:

O (z,y,C) =0 o también ¢ (z,y) = C.

En este caso, ® (z,y, C) es llamada la integral general, y ¢ (z,y) es referida como la funcién potencial
de la ecuacion dada ¢y’ = f(x,y). A la constante C' se puede dar cualquier valor en un intervalo adecuado.
Puesto que C puede variar de un problema a otro, a menudo se llama un pardmetro para distinguirla de
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las principales variables e y. Por lo tanto, la ecuacién @ (z,y, C') = 0 define una familia uniparamétrica
de curvas sin intersecciones. Gréficamente, ella representa una familia de curvas solucién en el plano xy,
cada elemento de los cuales estd asociado con un valor particular de C. La solucién general corresponde
a toda la familia de curvas que la ecuacién define.

Como era de esperar, la afirmacién inversa es verdadera: las curvas de una familia uniparamétrica
son las integrales de alguna ecuacién diferencial de primer orden. Antes bien, sea la familia de curvas
define por la ecuacién @ (z,y,C) = 0, con una funcién suave ®. Diferenciando con respecto a = con-
duce a una relacion de la forma F (z.y.y’,C) = 0. Eliminando C de estas dos ecuaciones, obtenemos la
correspondiente ecuacién diferencial.

Ejemplo 1.5 Consideremos la familia uniparamétrica de curvas x> + y?> + Cy = 0 o también C =

2, .2
i —;/—y (cony #0).

$2+y2

Diferenciando, tenemos 2z + 2yy’ + Cy’ = 0. Remplazando C = — en la ultima ecuacion,

obtenemos la ecuacion diferencial

x2+y2
Y

2xy
2 —y

) =0 o también y = 5

2z +2yy’ — v <

Para graficar la familia uniparamétrica de curvas, se lo puede hacer con el simple comando ezplot de
la siguiente forma:

>> syms X y

>> for C = -5:5
>>  f=x"2+y"2+C*y;
>> ezplot(f);

>> hold on

>> end

La grafica de la familia uniparamétrica de curvas la muestra la figura 1.2.

Figura 1.2 Familia de curvas uniparamétricas de la ecuacién

diferencial ¢y’ = mffZQ
Ejemplo 1.6 Para una constante arbitraria C, mostrar que la funcion y = Cx+ — es la solucidn

V14+C?

/

Y

de la ecuacion diferencial no lineal y — xy’ = .
L+ (y)°
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yy' = C en la ecuacion

C
V1+C?

Tomando la derivada de y vemos que y' = C. Sustituyendo y = Cz+

diferencial se obtiene
C B c

— 2= ——.
V1+C2 v V1+C2

Esta identidad prueba que la funcién es una solucién de la ecuacién diferencial dada. Dando a C'

T+

cualquier valor, por ejemplo C = 1, obtenemos la solucién particular y = = + ﬁ

A veces la integracion de y' = f (z,y) conduce a una familia de curvas integrales que dependen de
una constante arbitraria C' en forma paramétrica, a saber,

sc:,u(t,C), y:’U(t,C).

Esta familia de curvas integrales es llamada la solucién general en forma paramétrica.

Ejemplo 1.7 Mostrar que la funcion y = ¢(x) en forma paramétrica, y(t) = te™t, z(t) = €', es una

solucion de la ecuacion diferencial %y =1 — xy.
Solucion. Las derivadas de x yy con respecto a t son:

dx t dy —t ;
— =e — =e 1 —1t), respectivamente.
pn v (1—1t), resp
Por tanto,
dy
d et (11—t 1 1—x
ay _ dt _ ( )267216 (1_t)2672t_t672t:7_32 3/7
dx dj et 22 72
dt
puesto que x> = et y 4 _ te=2t. A continuacion se muestra una solucién de la ecuacion
z

diferencial z%y' = 1 — zy.
Los siguientes comandos grafican la solucién en el intervalo [0, 2] y se muestra en la figura 1.3.

>> t = linspace(0,1,20);
>> x = t.xexp(-t);

>> y = t.xexp(t);

>> plot(x,y);

25 1

15

a5k

Figura 1.3 Gréfica de la solucién paramétrica y(t) = te ™,
z(t) = el
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En muchos casos, es méas conveniente buscar una solucién en forma paramétrica, especialmente cuando
P (z,y)

la funcién pendiente es una razén de dos funciones: y' = m Entonces, introduciendo una nueva
T,y
variable independiente £, podemos reescribir la ecuacién simple como un sistema de dos ecuaciones:
dx dy
— = (z,y), — =P (x,y).
o (z,y) o (z,y)

Observacion 1.3 FEncontrar soluciones de ecuaciones diferenciales es una tarea complicada la mayor
parte de las veces. Verificar si una funcion es o no solucién es, sin embargo, muy sencillo: basta derivar,
sustituir en la ecuacion y comprobar si se obtiene una identidad o no para todos los valores posibles
de la variable independiente para los que la ecuacion tiene sentido. Por ejemplo, considere la ecuacion
diferencial " — 22’ + © = 0.

Comprobar si la funcién z(t) = (Cy + Cat)e’ es o no solucién es muy sencillo. En efecto, calculamos las
derivadas presentes en la ecuacién 2’(t) = (3 + 2t)e! y 2”(t) = (5 + 2t)e’, y sustitufmos en la ecuacién:

() —22'(t) + z(t) = (5+2t)e" —2(3 +2t)e' + (1 +2t)e' =[5 -6+ 1) + (2 — 4+ 2)t]e’ =0,

para todo t. En consecuencia, la funcién z(t) = (1 + 2t)e’ es solucién de la ecuacién dada.

Matlab permite encontrar las soluciones de una ecuacién diferencial con la simple utilizacién de un
comando, por ejemplo para encontrar la solucién de la ecuacién diferencial z” — 22’ + z = 0 utilice los
siguientes comandos:

>> dsolve (’D2x-2%Dx+x=0")
>> ans =Clxexp(t) + C2xt*exp(t)

Con el siguiente c6digo en MATLAB se grafica las curvas integrales de la ecuacién diferencial que se
muestra en la figura 1.4, esta es una solucién explicita de la ecuacién y la podemos escribir explicitamente
en funcién de t.

15

-1 -

-1 0.8 06 04 402 (1] 02 04 06 08 1

Figura 1.4 Curvas integrales de la ecuacién diferencial
2 =22 +x=0.

Hay soluciones en las que sin embargo esto es imposible. Consideremos, por ejemplo, la ecuacién

dx T

dt a2+ 1
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2
x(t
Resulta que cualquier funcion z(t), que verifique In |z(t)|+ # = t+C, cualquiera sea la constante C
es una solucién de la ecuacién. Para comprobarlo procedemos de la siguiente forma: Escribimos g(t, z) =

22(t) y z?(t) ,
—t—C, de modo que la ecuacién In|z(t)| + — = t+ C es equivalente a: g(t,z(t)) = 0.

In |x(t)] +

Esto es una ecuaciéon en t y x que bajo ciertas condiciones permite definir  como funcién de ¢ en
algun intervalo de la recta hay un teorema importante en matematicas, el Teorema de la funcién implicita,
que establece dichas condiciones e intervalos. Es como si pudiéramos despejar x como funcién de t para
ciertos valores de t. En algunos casos, de hecho, se puede despejar = explicitamente. Por ejemplo, si
g(t,x) = 2% — t entonces la ecuacién g(t,z) = 0 define dos funciones de ¢ : z(t) = Vvt y z(t) = —/t.
Nétese que g(t,z) = x? —t es continua y derivable de cualquier orden en todos los puntos del plano, pero
las dos funciones que define la ecuacién 22 — ¢t = 0 solo estdn definidas para ¢t > 0 y son derivables para
t > 0. La mayoria de las veces, sin embargo, no es posible despejar x explicitamente. Se dice entonces que
g(t,x) = 0 define una funcién z(t) implicitamente (y también, claro, una funcién ¢(z) implicitamente.
Los papeles de las variables ¢ y = en g(¢, ) son intercambiables).

Atn cuando no podamos despejar explicitamente x como funcién de t en g(¢, z) = 0, podemos saber
si la funcién o funciones z(t) definidas implicitamete por esta ecuacién son o no soluciones de una deter-
minada ecuacién. Basta, para ello, aplicar cualquiera de los dos siguientes métodos que son equivalentes:

1. Derivar implicitamente: Por ejemplo, en nuestro caso, derivar implicitamente en g(t, z) = In |2 (¢)|+

z2(t) a?(t)
5 t — C = 0 o derivar ambas partes de la ecuacién In|z(t)| + — = t 4+ C viendo x como
2
t
una funcién de t. Asi, derivando implicitamente en In |z(t)| + xT() =t+ C obtenemos:

+z(t)z’'(t) =1

y para todos los valores de ¢ :

x(t)

() + 22 ()2’ (t) = 2(t)) = 2/ () 1+ z2(t)] =z(t)) = 2'(t) = T 220

con lo que x(t) verifica la ecuacién diferencial.

2. Aplicar la regla de la cadena: Como ¢g(t,z) = 0 define una funcién z(t) implicitamente, tenemos que
g(t,z(t)) es una funcién de ¢, digamos h(t). Asi, la ecuacién g(¢, z(¢)) = 0 es equivalente a h(t) = 0,
de modo que h/(t) = 0. Pero, por la regla de la cadena

dgdx g
Wty=22 L%
= Gea * o "
2*(t)
En nuestro caso, g(t,z) = In|z(t)| + 5 —t—C =0, de modo que
dgdx  Og 1 , 1+a2 , , x
0=2"—"4+ === -1= =l=a=—73
or di ot <x+z>x z R L

y x verifica la ecuacién diferencial.
Una observacién adicional. Consideremos la siguiente ecuacién diferencial:

2
()
Y
Una solucién implicita de esta ecuacién es:
23—y (x)—1=0.
En efecto, derivando implicitamente en 22 —y3(z) —1 = 0 tenemos 3z% —3y*(z)y'(z) = 0 = ¢/(z) =
2
x
() que es precisamente la ecuacion diferencial dada. Sin embargo, esta solucién implicita puede darse
Y

explicitamente: y(z) = (2% — 1)'/3.

La observacién es que siempre que una soluciéon pueda darse explicitamente, debe hacerse.
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Autoevaluacién (Taller en grupo)

En los ejercicios del 1 al 4 verifique que la funcién dada es solucién de la ecuacion diferencial:

1Lay =y In(%) y=elcw — et +cy

2. yy" =) +y VY + ()2 v =c +In(152)



4. /2t + y(xdy + ydz) + 23dx + y3dy = 0

CAPITULO 1. ECUACIONES DIFERENCIALES

ot +yt = (20y + O)?
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La solucién de una ecuacioén diferencial ordinaria puede ser dada en forma explicita o implicita, en muy
pocos ejemplos se puede expresar la solucién en forma explicita. Los cdlculos, incluso para ecuaciones que
parecen muy simples, rdpidamente se vuelven muy complicados y uno rdpidamente comienza a comprender
que las soluciones elementales no siempre serén posibles. Fue Liouville (1841) quien dio la primera prueba
del hecho de que ciertas ecuaciones, como gy = 2 + y? no puede ser resuelta en términos de funciones
elementales.

Ejemplo 1.8 La relacion

x
Iny +y* — /e*“Qdu =0, cony >0,
0

es considerada una solucidn en forma implicita de la ecuacion diferencial

) —z?

(1+2y°)y — yeﬂg2 =0 o también y = W@

Esto puede ser visto derivando la relacion dada tmplicitamente con respecto a x. Esto conduce a

x

d 1 14 2y2
— lny+y2—/e’“2du = O<:>y'+2yy'e””2—0<:>( toy >y'—e:”2
dx Y Y
0
Y .2
—t =7 z‘
Y15 22¢

Observacion 1.4 Las soluciones a la mayoria de las ecuaciones diferenciales no se pueden expresar en
términos finitos utilizando funciones elementales. A algunas soluciones de las ecuaciones diferenciales,
debido a su itmportancia en las aplicaciones, se les dio etiquetas especiales (por lo general el nombre de
un investigador de sus propiedades) y por lo tanto se refiere a las funciones especiales. Por ejemplo, hay
dos integrales sinusoidales conocidas:

T “+oo
Si(z) = / SNt si(a) = — / be:tdt = Si(r) - 2,
0 x

t

y tres integrales coseno:

*1— cost 0 cost “cost
Cin(x) = / %dt, ci(x) = —/ %dt y ci(z)=v+Inz —|—/ %dt,
0 T 0

donde v =~ 0,5772 es la constante de Euler.

Otro comando para graficar en MATLAB es fplot, las grificas 1.5 y 1.6 se obtienen con los siguientes
comandos:

>> syms t

>> f=’gin(t)/t’;

>> fplot(f, [-6*pi,6%pil);
>> grid on

>> syms X;

>> g=int(f,t,0,x);

>> figure

>> ezplot(g, [-6*pi,6%pil);
>> grid on
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sin(t)

Figura 1.5 Gréfica de la funciéon ——.

i i i
1t 10 1 o £ 10 ig

Figura 1.6 Grafica de la funcién seno integral

Si(z) = / sent .
o U

Ejemplo 1.9 Use integral definida para encontrar una solucion explicita al problema de wvalor inicial
xy' =senz, sujeto a y(0) = 1.

La ecuacion diferencial se escribe % = smx(z)

del cdlculo se obtiene [ dy = [ ) 4t o también y(x) —y(0) = Iy %dt, finalmente y(z) = 1+ Si(z).

, integrando y aplicando el primer teorema fundamental

MATLAB incorpora estas funciones especiales, por ejemplo para utilizar la funcién seno integral,
utilice los siguientes comandos:

>> sinint(pi)
>> ans = 1.8519
1.1.3. Soluciones particular y solucién singular

Una solucién de una ecuacién diferencial es llamada solucién particular, si ella no contiene cualquier
constante arbitraria. Dando a C un cierto valor, obtenemos una solucién particular de la ecuacién diferen
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cial. Asf que cada valor especifico de C' en la solucién general identifica una solucién o una curva particular.
Otra forma de especificar una solucién particular de ¢y’ = f (x,y) es imponer una condicién inicial:

y(zo) = Yo,

que especifica una curva solucién que pasa por el punto (g, yo) en el plano. Sustituyendo en la solucién
general y (xg) = yo, determinamos el valor de la constante arbitraria.

A veces, por supuesto, no existe valor de la constante que satisfaga la condiciéon dada y (z¢) = yo, lo
que indica que no hay una solucién particular con la propiedad requerida entre toda la familia de curvas
integrales de la solucién general.

Definicién 1.1 Una ecuacidén diferencial y' = f(z,y) (o, en general, F(x,y,y') = 0) sujeta a la
condicion inicial y (zo) = yo, donde Ty y yo son valores especificos, es llamado un problema de valor
inicial o un problema de Cauchy.
xr
Ejemplo 1.10 Mostrar que la funcion y(z) =z |1 —I—/
1

CoOsu

du| es una solucion del siguiente problema
de valor inicial:
vy —y=uwmcosz, y(l)=1.
La derivada de y(x) es:

x

x
Y (z) = 1Jr/cosudquzcosx :1+COS$+/cosudu‘
u x U
1

1

Luego,

x €T

cosu cosu
:cy'—y:erxcostr:c/ du —x 1+/ du| = zcosz.

u u
1 1

La condicion inicial también es satisfecha, pues,

1

y(1)=1- 1+/COS“du ~1.

u
1

Definicién 1.2 Una solucion singular de y' = f (x,y) es una funcion que no es un caso especial de la
solucion general y para la que la singularidad del problema de valor inicial ha fallado.

No toda ecuacion diferencial tiene una solucioén singular, pero si lo tiene, la solucién singular no puede
ser determinada de la solucién general para algin valor particular de C, incluyendo 400, puesto que las
curvas integrales de la solucién general no tienen puntos comunes. Una ecuacién diferencial puede tener
una solucién que no es ni singular ni miembro de la familia uniparamétrica de las curvas de la solucién
general. De acuerdo con la definicién, una solucién singular siempre tiene un punto en el plano donde se
encuentra con otra solucién. Dicho punto se refiere generalmente como un punto de ramificacién. En ese
punto, dos curvas integrales se tocan porque comparten la misma pendiente ' = f (z, ), pero no pueden
cruzarse entre si. Por ejemplo, las funciones y = 22 y y = 2 tienen la misma pendiente en x = 0, ellas
se tocan, pero no se cruzan.

Una solucién singular de especial interés es la que consiste en su totalidad de los puntos de rami-
ficacién en cada punto que es tangente a otra curva integral. Una envolvente de una familia de curvas
uniparamétrica es una curva en el plano xy tal que en cada punto es tangente a una de las curvas in-
tegrales. Puesto que no hay una definicién universalmente aceptada de una solucién singular, algunos
autores definen una solucién singular como una envolvente de la familia de curvas integrales obtenidas
a partir de la solucién general. Nuestra definiciéon de una solucién singular incluye no solo las envol-
ventes sino también todas las soluciones que tienen puntos de ramificacién. Esta definicién més amplia es
motivada por las aplicaciones practicas de las ecuaciones diferenciales en el modelado de los problemas
del mundo real. La existencia de una solucién singular da una senal de aviso en el uso de la ecuacién
diferencial como modelo fiable.
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Una condicién necesaria para la existencia de una envolvente es que z, y, C satisfagan las ecuaciones:

o
(I’(.Z‘,:%C)ZO y %:07

donde @ (z,y,C) = 0 es la ecuacién de la solucién general. Eliminando C podemos introducir una funcién

que no es una solucién de la ecuacion diferencial dada. Por lo tanto, cualquier curva encontrada al resolver
. 0P . . . . .

el sistema ® (x,y,C) =0 y ——= =0, se debe comprobar si se trata una solucién de la ecuacién diferencial

oC

dada o no.

Ejemplo 1.11 Consideremos la ecuacion diferencial

Y =2, cony>0,

donde la raiz toma el signo positivo. Supuesto que y > 0, dividimos ambos miembros de la ecuacion
diferencial por 2,/y, lo que nos conduce a una ecuacion a variables separables.

!
d
Qy% =1, o también o Vy) =1,

de la regla de la cadena, se sigue que:

d _ 1 —-1/2,

ge VW) =5y Ty
Por tanto, \/y = v+ C, donde x > —C'". La solucion general de la ecuacion diferencial dada estd formada
por la familia uniparamétrica de semipardbolas y(x) = (z + 0)2, o también C' = \/y —x, conx > C.

Algunas soluciones de y' = 2,/y y la solucién singular y = 0 se pueden ver en la figura 1.7. Esta
se obtiene utilizando la funcién dfield8 que permite graficar campos direccionales y que se la puede
descargar de la pagina http://math.rice.edu/~dfield/.

¥ ’E ' \ N . N
| PRI, AT AT P A
! P s 4 P g i
’z # g 7 ' Iy A 7
|/ (‘ 'l) —f i fll
= ! ’ ;. i VAT 7 A
Fi & A : 'If j. ’ r A ’f
/ v & A ; / ¢ o 7
3 # /' 7 A / o A /’ . i
Iy F. ‘/ J-" & Vg 7 ” Yy
- 4 o g 4

F g y o’ < <
¥ ¥ : :; # -
P p e L o
i L T F A A o
3 2 e 3 g o
/ - i o i - # * A
- v Py - F
E p PR e L S e b
1 e e .—J .’-’ .—'r Py e .1/ n’/ |
/," A T o o A -~
- e - P L ,/
T o B A - - o - J
T e i o
— — e e e
== e
1 1 1 1 1
2 1E 1 QE L1} D5 L i5 2

Figura 1.7 Curvas integrales de la ecuacién diferencial

Y =2/y.

La funcién potencial para una ecuacién diferencial dada es 1 (z,y) = \/y — «. La ecuacién 3’ = 2,/y
tiene también una solucidén trivial y = 0 que consiste de puntos de ramificacién, llamada la envolvente.
Esta funcién es una solucién singular puesto que y = 0 no es un miembro de la familia de soluciones
y(z) = (x4 C)* para cualquier eleccién de la constante C'. La envolvente de la familia de curvas puede
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0P
2 0P 2

(z4+C)Y—y=0y 3 =2(z+C)=0,donde & (z,y,C) = (z+C)" —y.

Podemos dibujar algunas soluciones junto con la solucién singular y = 0 como se indica en la gréfica
de abajo.

En realidad, la ecuacién dada tiene una infinidad de soluciones singulares que podrian ser construidas
a partir de la singular envolvente y = 0 y la solucién general juntando partes de soluciones. Una envolvente
no necesariamente vincula las curvas integrales de un lado. Por ejemplo, la solucién general de la ecuaciéon
diferencial i’ = 3y?/3 consiste de y = (z + C’)3 que llenan todo el plano xy. La envolvente es y = 0.

también ser encontrada del sistema ® (z,y, C) = 0, resolviendo el sistema de ecuaciones:

Ejemplo 1.12 La ecuacion diferencial 5y’ = 2y~3/2, y # 0, tiene la familia uniparamétrica de soluciones

y=(z— 0)2/5, que puede ser escrita en forma implicita ® (z,y,C) = 0, con ® (z,y,C) = y°—(x — 0)2/5.
Derivando con respecto a C' e igualando a cero, obtenemos y = 0, que no es una solucion. Fste ejemplo

0P

muestra que las condiciones ® (x,y,C) =0 y 3

= 0, son solamente necesarias para la existencia de

la envolvente.

Ejemplo 1.13 Pruebe que la funcion y(x) definida implicitamente por la ecuacion y = arctan (x 4+ y)+C,
donde C' es una constante, es la solucion general de la ecuacion diferencial (x + y)2 y =1.
La regla de la cadena muestra que

de donde p
Y

=14 -2,

Yy
+(x+y)2% .

@y
dx
De donde se sigue que (z + y)2 y =1.
A continuacién se muestra como utilizar el comando dfield8 en MATLAB para graficar las curvas
integrales, al ejecutar el comando

>> dfield8

Aparecera después de unos segundos la pantalla que se muestra en la figura 1.8, ingrese todos los
valores correspondientes de la ecuacién diferencial: la variable independiente, la variable dependiente, la
ecuacion diferencial, los limites inferiores y superiores de las variables y de un click en el botén Proceed
y automadticamente aparece las curvas integrales de la ecuacién diferencial que se indica en la figura 1.8.

Bl dfields Setup — m| X

File Edit Gallery Desktop Window Help k]

The differential equation.
y| "= | o2

The independent variable is x

Parameters = =
&
expressions: = =

The display window.

The minimum value of x = -2 The minimum value ofy = -4
The maximum value of x = 2 The maximum value ofy = 4
Quit Revert i Proceed

Figura 1.8 Pantalla principal al ejecutar el comando dfield8.



16 CAPITULO 1. ECUACIONES DIFERENCIALES

En la figura 1.9 se muestra las curvas integrales.

El siguiente ejemplo muestra cémo para una funcién que contiene una constante arbitraria como
un parametro podemos encontrar una ecuacién diferencial relevante para la cual la funcién dada es su
solucién general.

—x B
es la solucién general de la

Para una constante arbitraria C', mostrar que la funcién y = 5
x

ecuacion diferencial
(1+2zy)dz + (14 2%) dy = 0.
Pruebe que esta ecuacion no tiene otras soluciones.
Solucién. La ecuacién diferencial de esta funcién es

7(1+m2)7(07x)2:rd 22 —1-2Cz

dy = y'dx = r = dx.
(1+22) (1+22)°
Multiplicando ambos miembros por 1 + 22, tenemos
22 —-1-2Cx —22 —1+22%2-2Cx C—=x
( +a¢) Y 7(1—%902) x T2 x ( + $1+z2) T
t Co2 bt
uesto que y = ——, obtenemos
¥, P que y = =5,
2
9 ot —=1-2Cx ,

., -z .
Vamos a probar ahora que no hay otra solucién que y = 5 - Resolviendo para C, encontramos la

1+z

funcién potencial ¢ (x,y) = (1 + xz) y~+x. Suponiendo lo contrario, es decir que existe otra solucién, sea
y = ¢(x) una tal solucién. Sustituyendo y = ¢(z) en la funcién potencial ¢ (z,y), obtenemos una funcién
que denotamos por F(z), que es, F(z) = (1 + 2?) ¢(z) + 2. Derivando obtenemos

Fl(z) =2z¢(z) + (1 +2°) ¢'(z) + L.

142
Puesto que ¢'(x) = 7%;?2(%)’ tenemos
F'(z) = 2z¢(z) — (1 + 2z¢(x)) + 1 = 0.
Por lo tanto, F'(x) es una constante, que denotamos por C. Esto es, ¢(z) = 1C+_ :c2
x

Figura 1.9 Curvas integrales de la ecuacién diferencial

r_ 1
Y = @
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Ejemplo 1.14 Sea y' = f(x,y) = /|y| para cada y € R. Como esta funcion es continua en todo el
plano, entonces la ecuacion diferencial tiene la forma y' = f (z,y). Las siguientes funciones son todas
soluciones:

1

—Z(x—oz)z, stz < a;
Yapl@)=19 0,sia<z<f;
1
1(35—5)2; sif<w
donde o < 3. Es posible que a = —o0 o0 bien § = co. Observamos que existe un conjunto infinito de

soluciones que satisfacen ¢ (0) = 0.

La figura 1.10 muestra el campo de direcciones obtenido con el comando dfield8, y también las curvas
integrales que se obtienen facilmente al dar un click en la pantalla que sale el campo de direcciones.

Figura 1.10 Campo de direcciones y curvas integrales
obtenido con el comando dfield.

Ejemplo 1.15 Sea 2’ =z —t, Para cada C € R emiste la solucion dada por oo (t) =1+t+Ce', t € R.
Estas son las unicas soluciones. La figura 1.11 de abajo muestra su grifica. Las soluciones se separan
entre st al aumentar el tiempo, por lo que un pequeno cambio en las condiciones iniciales produce un
error que va aumentando con el transcurso del tiempo.
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v
=]

=
T

2]

Figura 1.11 Campo de direcciones y curvas integrales
T =z —t.

Ejemplo 1.16 Sea z' = 2xt. Las soluciones son ¢(t) = Ce’” donde t € R.

Para encontrar la solucién de la ecuacién diferencial en MATLAB utilice el siguiente comando

>> dsolve (’Dx-2*x*t=0’)
>> ans =C5*exp(t~2)

C
Ejemplo 1.17 Sea 2’ = _z Las tinicas soluciones son las ramas de las hipérbolas ¢ (t) = 7 para

t eI, donde I =]—00,0[ o bien I =]0,00].
1
2

Las tnicas soluciones de la ecuacion diferencial ©’ = x* son las ramas de las hipérbolas ¢ (t) =

C—t
para todo t € I, con I =]—00,C[ o0 bien I =]C,+ool.

Isoclinas

Cualquier miembro de la familia f(x,y) = ¢ se llama isoclina, que significa curva a lo largo de la cual
la inclinacién de las tangentes es igual. Al hacer variar el pardmetro c, se obtiene un conjunto de isoclinas
en que los elementos lineales se construyen adecuadamente. La totalidad de esos elementos lineales se
denominan: campo de direcciones, campo direccional, campo de pendientes o campo de elementos lineales
de la ecuacién diferencial % = f(z,y).

Ejemplo 1.18 Las isoclinas de la ecuacidn diferencial y, =y —x sony—x = m, que son rectas de
pendiente 1 y ordenada en el origen m.

(z—-1Dy

Ejemplo 1.19 Dada la ecuacion diferencial zy’ + (1 — x)y = 0, las isoclinas son ahora ~——= =m,
T
0 si despejamos vy :
_mx
v= r—1

curvas que pasan por (0,0) y tienen una asintota vertical en el punto x = 1.
La pendiente en el origen no estd definida. De la expresion obtenida en primer lugar, uno puede
deducir que la recta © = 1 es una isoclina de pendiente igual a cero. Asimismo, x = 0 es una isoclina de

la ecuacion (d—) con pendiente igual a cero (o si se quiere de la ecuacion inicial con pendiente co). El

dibujo de las isoclinas y soluciones se muestra en la figura 1.12.
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Figura 1.12 Isoclinas de la ecuacién diferencial y/ =

Ejemplo 1.20 Otras caracteristicas de las soluciones pueden obtenerse de la propia ecuacion, Por ejem-
plo, el conjunto de puntos de inflexion estd contenido en el conjunto de puntos que anulan a la sequnda
derivada y puede obtenerse de la ecuacidon sin mds que derivar:
af | of
"= =+ —f(z,y) =0.
V= T oy (z,y)

Ejemplo 1.21 Dada la ecuacidn diferencial y' = y?> — x, las isoclinas de esta ecuacion son las curvas
y2 —x =m, es decir pardbolas con eje horizontal. La derivada sequnda de una solucion es:

y”:2y’y—1:2y(y2—m)—1

y por tanto, la ecuacion de los posibles puntos de inflexion es la expresion anterior igualada a cero, es
decir;
1
=y - —.
2y
En la siguiente figura pueden verse las isoclinas, curva de puntos de inflexion y algunas soluciones.

Ejercicio 1.5 Representar las isoclinas de la edo y' = 2x —y. ;Qué tipo de curvas son dichas isoclinas?
Representar las isoclinas correspondientes a m =0y m = 2.5 Qué particularidad tiene la correspondiente
am=27?

Ejercicio. Construir el campo de direcciones y las curvas de nivel de la edo y' = sen(z) + y.

2 —
Ejemplo 1.22 Dibujemos aprozimadamente las soluciones de y' = i
r—y
. S 22—y 2 —
Solucion. Trazamos algunas isoclinas = C, de donde y = 1 Cac (rectas que pasan por el
T—y —

origen), para diferentes valores de C' y sobre cada una de ellas dibujamos algunos segmentos de pendiente
C.

C =0= y = 2z (segmentos horizontales: posibles mdzimos y minimos de las soluciones)
3
C=1=2=0; C’=—1$y=§x;

Una vez que sabemos que las isoclinas son rectas y = ma (es trivial ver que esto sucede en toda

ecuacidn homogénea) es mas cdmodo dibujar la recta de pendiente m que uno quiera y trazar sobre ella
. 2—m
segmentos de pendiente C' = f (x,mx) = ="
—m

3
m=0—=C=2; m=1— K =+o00; m=—1=>C’=§
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Las curvas tangentes a estos segmentos parecen ser cerradas (o tal vez espirales poco abiertas). Podemos
resolver la ecuacion y comprobar (el ejemplo es poco practico). Hay dos formas de hacerlo: mirandola como
ecuacion homogénea o como exacta:

9_ Y
y=1—v o @-y+-2)y =0
xr
Por los dos caminos se llega a y> — 2xy + 222 = C con lo que las soluciones son elipses. Con

mas propiedad, cada una de ellas define de hecho dos soluciones en (—\@, \@) cy =+ V0 — 22,
y=x—VC —x? funciones definidas en [—\/5, \@} no derivables en & = +v/C.

1
Dada la ecuacion diferencial y' = x — 2y, las isoclinas son y = 3 (x — C) (rectas de pendiente— ).
1 1
Dibujamos las de C = —1, —%, 0, %, 1y % (que cortan respectivamente x = 0 en y = 37 0, T
1 3 )
2 ¥V T/

1
SiC = 3 la recta y los segmentos trazados sobre ella tienen la misma pendiente y por tanto la isoclina

es solucion de la ecuacion (por ser tangente al campo de direcciones).
Podemos, también en este caso, resolver la ecuacion (que es lineal) y comprobar. Bastard sumar

1
— — +Ce 2 (a lo mismo

x
la solucion general de la homogénea a la particular ya encontrada: y = 51

llegartamos con la férmula y = Ce™?* + e=2* [ ze**dx).

Ejemplo 1.23
, Bay + 2y?
24y

Es una ecuacion homogénea (tanto el numerador como el denominador son homogéneos de grado 2), con

3z + 222 z(z+2)
— = f(l,2) 2= ———.
T Fz) —z=——+

Las soluctones lineales son por tanto y =0y y = —2z. Las demds soluciones estdn dadas por
z+1 1/1 1 1
1 C= | ———dz= [ = |-+ ——=]dz?=1 2)|,
oglel + /z(z+2) : /2<z+z+2> 220g|z(z+ )

z2(z+2) = Ca2?.

f(laz) =

de donde

con K = 4+e2Y constante no nula. Resolviendo esta ecuacion cuadrdtica en z vy sustituyendo z = =

T
y=—-xtxv1+Czx?.

1
FEsta solucion estd definida para todo x si C > 0, y para |z| < ﬁ si C < 0. En este caso f es singular

en las rectas x = 0 y x +y = 0, por lo que el abierto U estard contenido enuna de las cuatro regiones
abiertas determinadas por la interseccion de estas rectas. En cada una de estas regiones el signo del
radical en la formula anterior estd bien determinado: por ejemplo, six <0y z+y > 0 deberd tomarse
el signo —. Finalmente, ndtese que haciendo C =0 en la férmula obtenemos las dos soluciones lineales.

obtenemos finalmente

Ejemplo 1.24 Sin embargo esta estrategia no siempre produce los frutos deseados. Sin ir mds lejos, el
problema

no tiene solucion y
{ y/ _ 3y2/d

tiene al menos dos soluciones dadas por y(x) =0y y(x) = 2. Se verd mds adelante bajo qué condiciones
los problemas de existencia y unicidad tienen asociados una tunica solucion.
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Autoevaluacién (Taller en grupo)

En los siguientes ejercicios utilice el comando dsolve para resolver la ecuacion diferencial:

1. a:zy” + :Ey, =1

2.9+ )2 =1y )

21
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3. En los siguientes ejercicios grafique el campo de direcciones con dfield8:

Yy
D) o/ = +sin(2)

az®—1
C) y/ = (I(rz_;'_l))y

d) ' (y)? =22y +y=0
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Ejercicios

23

En cada uno de los siguientes ejercicios se presenta una ecuacién diferencial y una funcién. Verificar
que la funcién es solucién de la ecuacién diferencial. En cualquier caso, las C' (con subindice o sin él) que

aparecen son constantes.

sen x
1. 2y +y=cosz; y= .
x
C
2.y — (tanz)y =0; y = .
cos T

3. yy =z —223;, y=2zv1—22

d,
7. :csenzd—y+(senx+xcosx)y:xe Ty =

T

1
8. y +ycosx = isen2x;

ex—1)+C

rsenx

x

y=senx — 1+ Ce "%,

d 1++v1— 22
9.x—y+7y :(1—1—\/1—3:2)65”; y=<+ . x

dr /1 — 22

dy\> d
10. y(dyyc) +2x£fy:();

1.y =elv);  y=In(C+

12. zy

13. (952 + y2) dx — 2zydy = 0;
14. 2y’ = ytan(lny); y=e

ddy  3d%y
15, — + —
dx3  z dx?

y? =20z + C?.

er).

dy\? dy
(% (22N 2 o2
1 <dx> ]) (% —y a)dac’ y*=Cz T C

y=+va?—Cu.

arcsen(Cx)

C
— = 0; y=C1w+?2+C3~

x

16. y/—yze”+”’2; y:ew/etht—i—Ce”’.

17.

de — 1+y2’ T

18. (asyQ)/ = x93 (x2 + 1);

0

dy 1+4+a? y+C

Cy’
_ 5
YT T i -COva

) (e 4+ C).

con k una constante.

y = Credarcsen® o Cye—Aarcsent donde A es una constante.

di E

19. Ld—z +Ri=F; i= = + Ce 1t ; donde L # 0; R # 0y F son constantes dadas y C es una

constante arbitraria.

d*y dy e’
20. —= — 2k + K2y = e = (Cy +C ke %

107 5 TEy=¢s y=(CitCare +(k—1)2’

2

21. (1_$2)ﬂ —a:@—Azyzo;

dx? dx
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22. Una solucién general de la ecuacién diferencial yy’ — 4z = 0 puede escribirse como 422 — y? = C.
Determinar la solucién particular que satisface a la condicién y (2) = /7.

23. La ecuacién diferencial ¥ + 4y = 0 admite a y = Acos (2t) + Bsen (2t) como solucién general.
Determine la solucién particular que cumple con y (0) =3 y 3" =8.

1.2. Ecuaciones diferenciales auténomas

1.2.1. Notas sobre ecuaciones diferenciales auténomas

Considérese una ecuacién del tipo ' = f(z), donde la incégnita es una funcién z(t). Este tipo de
ecuaciones se llaman auténomas porque la funcién f no depende de la variable independiente t. Observe
que son ecuaciones de variables separables. Existe un método para resolverla, lo que no quiere decir que
siempre se pueda resolver (es posible que las integrales que aparezcan no se puedan calcular). Por otro
lado, el hecho de que la ecuacién sea de variables separables implica que existe una tnica solucién de la
ecuacion que satisface x(tp) = g si f(xg) # 0.

Observacion 1.6 Sila ecuacion diferencial de primer orden satisface la propiedad de existencia y unici-
dad de solucion con dato inicial, entonces las curvas grificas de dos soluciones diferentes, no se intersecan.

Definicién 1.3 Un punto de equilibrio xq es estable si existe un entorno de xq tal que toda solucion que
en algin instante t caiga en ese entorno permanecerd dentro de él en el futuro y tenderd a xy cuando el
tiempo t tiende a +o0o. En caso contrario, el punto de equilibrio se llamard inestable.

Ahora, seria bueno saber cémo decidir si el punto de equilibrio es estable o no. Para esto volvamos
a la argumentacién de arriba: si la funcién f es positiva en = toda solucién que en un cierto valor ¢ sea
igual a = tendrd que ser creciente en el instante ¢. Por lo tanto, si f(xg) = 0y f(z) es positiva en un
semientorno izquierdo de g, entonces para cualquier x en ese entorno, se tiene que la solucién que pasa
por x crece y por lo tanto se mantendra en el entorno y tenderd a xg. Si, en cambio, f(x) es negativa
en un semientorno izquierdo de xg, entonces la solucién que valga x decrecerd, alejéndose asf de zq. El
mismo tipo de consideraciones sirve para un entorno derecho de zg.

Notar que, en particular, si en un entorno reducido de x( el signo de f es constante, entonces xg es
inestable:

Concluimos los siguientes resultados de estabilidad:

Proposicién 1.7 Un punto de equilibrio xq es estable si f(x) es positiva en un semientorno izquierdo
de xg y negativa en uno derecho.

Proposicién 1.8 Un punto de equilibrio xg es inestable si f(x) es negativa en un semientorno izquierdo
de xo o positiva en uno derecho.

Si f es una funcién derivable, la condicién de la Proposicién 1 es verificada siempre que f'(zg) < 0,
y entonces se tiene el siguiente corolario:

Corolario 1.9 Un punto de equilibrio x es estable si f'(xg) < 0.
Idénticas consideraciones permiten afirmar también:
Corolario 1.10 Un punto de equilibrio xq es inestable si f'(xp) > 0.

Finalmente, observamos que, ain cuando una ecuacién auténoma no pueda resolverse por lo com-
plicadas que puedan ser las integrales involucradas, de todos modos es posible calcular el limite de una
solucién cuando t tiende a +oo. En efecto, supongamos que se tiene determinado el signo de la funcién f
y que z es una solucién cuyo valor en algin instante ¢ pertenece a un intervalo |a, b[ donde f es positiva
y que f(b) = 0. Entonces = es una funcién creciente, y solo dejaria de ser creciente si en algiin momento
z(t) se pasa de b. Pero esto no es posible porque el punto b es de equilibrio, y si  alcanza alguna vez
el valor b quiere decir que es b para todo t. Se concluye que la solucién es creciente para todo t > 0, y
resta ver hasta donde llega, es decir, queremos saber todavia cudnto vale el tii+moo z(t), que sabemos que

existe porque la x(t) es creciente. Afirmamos que el limite es precisamente b: en efecto, si fuera menor,
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serfa algin « < b donde la f es positiva, y entonces z’(t) es mayor que una constante positiva a partir
de un cierto ¢, y eso es absurdo ya que implicaria que la z(t) tiende a +o00.

La conclusién es la siguiente:

Si x(to) pertenece a un intervalo donde f es positiva, entonces , h’gl x(t) = b, donde b es la menor de
— 100

las raices de f mayores que z(tg). Si no hay raices de f a la derecha de z(¢g), entonces el , h'gl x(t) = +o0.
— T 00

Idénticas consideraciones permiten afirmar que:

Si f es negativa en un intervalo que contiene a z(tp), entonces z(t) es decreciente y tiende a la mayor
raiz de f a la izquierda de z(tp). Como antes, si no hay raices a la izquierda de z(tg), entonces el limite
es —00.

Ejemplo 1.25 El siguiente es un modelo para la temperatura de un fluido: xz' = (332 — 336—!—2) e ",
donde x(t) indica la temperatura en el instante t. Si intentamos resolverla como las ecuaciones de variables
separables, quedaria

! _1 / dx —/dt
(22 =3z +2)e* 0 s (x2 =3z +2)e®

y la integral de la izquierda parece dificil de calcular. Puede ser que nuestro interés sea averiguar si la
temperatura llegard a 0 o no y cudles son los estados de equilibrio estables del sistema.

Para eso estudiamos el signo de la funcion f(x) = (2% — 3x +2)e % :

Los puntos de equilibrio (o sea las raices de f) son x = 1 y x = 2; se tiene que f es negativa entre 1
y 2y positiva fuera del intervalo [1,2]. Por lo tanto obtenemos las siguientes conclusiones:

1. Como f es positiva a la izquierda de 1 y negativa a su derecha, resulta que 1 es punto de equilibrio
estable.

2. Como f es negativa a la izquierda de 2 y positiva a su derecha, resulta que 2 es punto de equilibrio
inestable.

3. Si la condicién inicial es xy < 1 entonces la solucién tenderd al punto de equilibrio 1.
4. Si la condicién inicial es xg € ]1,2[ entonces la solucién tenderd al punto de equilibrio estable 1.
5. Si la condicién inicial es xy > 2 entonces la solucién tenderd a +oo.

6. Si la temperatura inicial es positiva, entonces se mantendra positiva en el futuro.

dy

Definicién 1.4 Una ecuacidn de primer orden en la forma i

f(y) es llamada auténoma (la variable

t no aparece explicitamente).

Definicién 1.5 Los ceros de f son llamados puntos criticos o puntos de equilibrio. Las soluciones con-
stantes son llamadas soluciones de equilibrio.

Ejemplo 1.26 FEncontrar las soluciones de equilibrio de la ecuacion diferencial Z—g =2y(l—y).

Solucion: Las raices de f(y) =2y(1—y) sony =0 y y = 1. Luego las soluciones de equilibrio
son y(x) =0 y y(x) = 1. El campo direccional y algunas soluciones se muestra en la figura 1.13.
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Figura 1.13 Soluciones de equilibrio de la ecuacién
diferencial % =2y(1—vy)

El campo de direccién de una ecuacién diferencial dada indica que a medida que z aumenta sin
limite, cada solucién o bien se mueve hacia o se aleja de una solucién de equilibrio. Si todas las soluciones
cercanas se mueven hacia una solucién de equilibrio determinada se llama asintéticamente estable, estable,
o atractor. La solucién y = 1 estd atrayendo. Una solucién de equilibrio se llama inestable o repelente
cuando todas las soluciones cercanas se alejan de él. La solucién y = 0 es repelente.

En los casos en los cuales las soluciones en un lado de una solucién de equilibrio se mueven hacia la
solucién de equilibrio y en el otro lado de la solucién de equilibrio se alejan de ella, la llamamos solucién
de equilibrio semi-estable.

Observacién 1.11 Soluciones de equilibrio pueden ser definidas para ecuaciones diferenciales no auténo-
mas.

Ejemplo 1.27 Por ejemplo, la funcion y(x) = 1 es una solucidn de equilibrio de la ecuacion diferencial
y'=(1-y)a

| RER |
T L st )
lll \\-._\x"‘—— \‘-,.\x l"\ R|| t \\
\ = ‘
il .l_ ( .ff {_--— __ﬂ,ff:’;;l?? III.-‘ T
1F (

I ir] i)

T T T
w
W [ —

Figura 1.14 Campos de direcciones de la ecuacién

diferencial ¢/ = (1 — y) 2%
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Una solucién de equilibrio no necesariamente tiene que atraer o repeler. El siguiente ejemplo ilustra
esta situacién.

Construir el campo direccional de la ecuacién diferencial y' = 4y (1 — y)2. Mostrar que y = 1 no es ni
estable ni inestable. El campo direccional se muestra en la figura 1.15.

o - ”.
i e - " = L L = il _'_,/__i
T e e ]
- - - -~ - -~ -
e il it e T e
[e; o B N R " —— T
) k) 4 b \ _\\ L] B ' b
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Figura 1.15 Campo direccional de la ecuacién diferencial

Note que la solucién de equilibrio y(x) = 1 no es ni estable ni inestable. Cerca de las soluciones que
comienzan debajo de ella son atraidos hacia arriba, hacia él, pero las soluciones cercanas que comienzan
por encima de ella son repelidos hacia arriba y lejos de ella. Otra representacion cualitativa de una ecuacion
diferencial es el modo llamado linea de fase. Una linea de fase consta de puntos sélidos y flechas. Los
puntos sélidos representan los puntos de equilibrio y las flechas indican las direcciones que las soluciones
se mueven cuando t aumenta.

Ejercicios

1. Encontrar todas las soluciones de equilibrio de cada una de las ecuaciones diferenciales auténomas
que se indican a continuacién.

a) y'=@W—-1)(y—2) Ay =@Uu-1)Hy—-2)(y-3)
b) ¥ = (y—1)(y—2)° d) y' =y =sin(y)

2. Encontrar una ecuacién diferencial auténoma con una solucién de equilibrio en y = 1 y satisfaciendo
y <Opara —co<y<1ly 1<y<+oo.

3. Dada la ecuacién diferencial /() = y? (y? — 4).

a) Encontrar todas las soluciones y = constante, de la ecuacién diferencial.

Mostrar que si y(t) es solucién al problema, y (t — ¢p) es también solucién. Interprete el resul-
tado geométricamente.

b) jPara qué valores de y son las soluciones y(t) crecientes? jdecrecientes? Dibuje la linea fase
para el problema.

¢) Describa el comportamiento de las soluciones cuando ¢ tiende a infinito.

d) Determinar la concavidad de las soluciones.

4. Encontrar una ecuacién diferencial auténoma con una solucién de equilibrio en y = 1 y satisfaciendo
Y <Opara —co<y<1ly 1l<y<+oo.
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5. Encontrar una ecuacién diferencial auténoma que no tenga soluciones de equilibrio y que satisfaga
/
y > 0.

6. Encontrar una ecuacién diferencial auténoma que no tenga soluciones de equilibrio y que satisfaga
/
y > 0.

1.3. Teorema de existencia y unicidad

Enunciaremos, sin demostracién, una variante menos potente, pero que resulta de mayor utilidad
préctica, ya que las condiciones suficientes son més faciles de comprobar que otras menos restrictivas que
pueden utilizarse en su lugar.

Teorema 1.12 (Existencia y unicidad). Si la funcion f y su derivada or son continuas en un

dy

dominio, el problema de condiciones iniciales

{ yy’z f(w,yy)

(ro) =90 ’

tiene una dnica solucion para cada condicion inicial (zg,yo)en el dominio.

1.3.1. Observaciones

Una ecuacién diferencial de primer orden ¢y’ = f (z,y) no necesariamente tiene una solucién que la
satisfaga. Por lo tanto, la existencia de una solucién es un problema importante tanto desde el punto de
vista tedrico como de las aplicaciones.

Algunos fenémenos son modelados por una ecuacién diferencial, entonces la ecuacién debe tener una
solucién. Si no lo tiene, entonces presumiblemente hay algo mal con la modelacién matemética y la
necesidad de simulacién para mejorar. Por lo tanto, un ingeniero o un cientifico les gustaria saber si una
ecuacion diferencial tiene una solucién antes de invertir tiempo, esfuerzo, y las aplicaciones informéticas
en un vano intento de resolverlo.

Una aplicacién de un paquete de software puede fallar para proporcionar una solucién de una ecuacién
diferencial dada, pero esto no significa que la ecuacién diferencial no tiene una solucién.

Siempre que un problema de valor inicial se ha formulado, hay tres preguntas que pueden formularse
antes de encontrar una solucién:

1. ;Existe una solucién de la ecuacién diferencial que satisface las condiciones dadas?

2. Si existe una solucién que satisface las condiciones dadas, puede haber una solucién diferente que
también satisface las condiciones?

3. ;Cudl es la razén para determinar si un problema de valor inicial tiene una solucién tnica si no
vamos a ser capaces de determinar de forma explicita?

Una respuesta afirmativa a la primera pregunta es nuestra licencia de caza para ir en busca de una
solucién. En la practica, se desea encontrar la solucién de una ecuacién diferencial que satisface las
condiciones dadas a menos de un nimero finito de cifras decimales. Por ejemplo, si queremos dibujar
la solucién, nuestros ojos no pueden distinguir dos funciones que tienen valores que difieren en menos
del 1%. Por lo tanto, para aplicaciones de impresion, el conocimiento de tres cifras significativas en la
solucién es exactitud admisible. Esto puede hacerse, por ejemplo, con la ayuda de paquetes de software

disponibles.
En general, la existencia o unicidad de un problema de valor inicial no puede ser garantizada. Por
ejemplo, el problema de valor inicial ¥ = 3%, * < 1, y(1) = —1 tiene una solucién y = —z~*, que no

existe para x = 0. Por otra parte, el problema de valor incial y* = 2,/y, muestra que el problema de
valor inicial puede tener dos (o0 mas) soluciones.

Para la mayoria de las ecuaciones diferenciales en este libro, hay soluciones unicas que satisfacen ciertas
condiciones establecidas. Sin embargo, consideremos la ecuacién diferencial xy’ — 5y = 0. Supongamos
que un cientifico ha dibujado una curva experimental como se muestra en la figura 1.16.
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Figura 1.16 Curva experimental a la izquierda y solucién
modelada a la derecha.

La solucién general de la ecuacién diferencial es y = C2® con una constante arbitraria C. De la
condicién inicial y(1) = 2, se sigue que C' = 2 y por tanto y = 2x°. Por lo tanto, los graficos tedricos y
experimentales estuvieron de acuerdo para x > 0, pero no estdn de acuerdo para z < 0.

Si el cientifico habria asumido erréneamente que existe una solucién inica, él puede decidir que la
matematica era incorrecta. Sin embargo, puesto que la ecuacién diferencial tiene un punto singular x = 0,
su solucién general contiene dos constantes arbitrarias, A y B, una para el dominio = > 0 y otra para
z < 0. Asi que

Azb siz >0,
y(w) = { Bx®,siz <0.

Por lo tanto, el gréfico experimental corresponde al caso A =2 y B =0.

Ahora supongamos que para la misma ecuacién diferencial xy’ = 5y tenemos la condicién inicial en
el origen y(0) = 0. Entonces cualquier funcién y = Cz° la satisface para cualquier valor de C' y tenemos
entonces una infinidad de soluciones al problema de valor incial dado.Por otra parte, si queremos resolver
la ecuacién dada con la condicién inicial y(0) = 1, estamos fuera de suerte. Este problema de valor inicial
no tiene solucién.

A continuacidn, trataremos dos teoremas fundamentales para ecuaciones diferenciales de primer orden
sujetas a condiciones iniciales que prueban la existencia y unicidad de sus soluciones. Estos teoremas
establecen condiciones suficientes para la existencia y unicidad de una solucién; esto es, si las condiciones
se cumplen, entonces la unicidad y/o existencia estdn garantizadas. Sin embargo, las condiciones no
son condiciones necesarias en absoluto; todavia puede haber una solucién tnica si no se cumplen estas
condiciones. El siguiente teorema garantiza la existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales lineales.

Teorema 1.13 Consideremos el problema del valor inicial para la ecuacion diferencial lineal

{ Y +a(z)y = f(z)
y(T0) = Yo,

donde a(z) y f(x) son funciones conocidas y yo es un valor inicial arbitrario dado

Asumiendo que las funciones a(x) y f(x) son continuas en un intervalo abierto a < x <  que contiene
el punto zp. Entonces el problema de valor inicial ¥’ 4+ a(z)y = f(z), y(x0) = yo, tiene una tinica solucién
y = ¢ (x) en el mismo intervalo |a, B].

Mostramos que si y’ + a(x)y = f(z) tiene una solucién, entonces debe estar dada por la férmula
siguiente:

y(z) = u' () [ / (@) (z)dz + c} . con p(z) = exp { / a(m)dm} .
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Donde p(x) es una funcién derivable no nula en el intervalo |a, 5[. Se tiene que

d

7 H(@)y(@)] = p(a) f(2).

puesto que u(xz) y f(z) son funciones continuas, su producto p(z)f(x) es integrable y la ecuacién
y(z) = p~Y(z) [[ w(z) f(z)dz + C], se sigue de esta ultima ecuacién. Por tanto, la funcién y(x) existe
y es diferenciable en el intervalo Ja, S[. Sustituyendo la expresién para y(x) en la ecuacién diferencial,
podemos verificar que esta expresién es una solucién de la ecuacién diferencial lineal. Finalmente, la
condicién inicial determina la constante C' de manera tnica. Por sustitucién directa

Si escogemos como limite inferior xy en todas las integrales en la expresién y(x)

enonees @)= [ [ s6rts +m] o) = e { [t}

es la solucién del problema de valor inicial ¢’ + a(z)y = f(z), y(xo) = yo.
En 1886, Giuseppe Peano da condiciones suficientes que solo garantizan la existencia de una solucién
para problemas de valor inicial.

_ Ju@)f(z)detC
w(z) ’

Teorema 1.14 (de Peano) Supongamos que la funcion f(x,y) es continua en algin rectdngulo:
) ) b
Q={(z,y):zo—a<z<zo+a, y—-b<y<yo+b}.Sea M= mix |f(z,y)|, h=minqa,— 7.
(z,y)€Q M

Entonces el problema de valor inicial y' = f(x,y), y(zo) = yo, tiene una solucion en el intervalo
[.’L‘()—h,.’l,'o—l-h].

En la mayoria de las presentaciones de hoy, el teorema de Peano se demuestra con la ayuda del
principio de compacidad Arzela-Ascoli para una sucesién de funciones o el teorema del punto fijo de
Banach, que estdn mads alld del alcance de este libro.

El teorema de existencia de Peano puede ser mirado como una generalizacién del teorema fundamental
del célculo, que hace la misma afirmacién para la ecuacién de primer orden 3y’ = f(z). La intuicién
geométrica sugiere que se puede obtener una curva solucién, si la hay, de la ecuacién y' = f(z,y)
enhebrando los segmentos del campo de direccién.

Giuseppe Peano (1858-1932) fue un famoso matemdtico italiano que trabajé en la universidad de
Turin. En 1890, Peano mostré que la solucién de la ecuacién diferencial no lineal 3/ = 3y2/3 sujeta
a la condicién inicial y(0) = 0 no es unica. Descubrié y publicé una método para resolver ecuaciones
diferenciales lineales usando aproximaciones sucesivas. Sin embargo, Emile Picard habia redescubierto
de manera independiente este método y lo habia aplicado para mostrar la existencia y singularidad de
las soluciones a los problemas de valores iniciales de las ecuaciones diferenciales ordinarias. Su resultado,
conocido como el teorema de Picard, impone una condicién mds fuerte en f(z,y) para evitar que la
ecuacion 3’ = f(x,y) tenga soluciones singulares.

Conjectura 1.15 Sila funcion continua f(x,y) en el dominio Q = {(z,y) :a <z < f, —o00o<y< +4oo }
satisface la desigualdad |f(z,y)| < a(x) |y| + b(x), donde a(x) y b(x) son funciones continuas positivas,
entonces la solucién al problema de wvalor inicial yv' = f(z,y), y(xo) = yo, existe en el intervalo
a<z<pf.

Teorema 1.16 de Picard. Sea f(x,y) una funcion continua en un dominio rectangular Q que contenga
el punto (zg,yo). St f (x,y) satisface la condicion de Lipschitz

If (z,91) = f(z,92)] < Ly — ya

para alguna constante positiva L (llamada constante de Lipschitz) y x, y1, y y2 de Q, entonces el problema
de valor inicial y' = f (z,y), yo = y(xo) tiene una solucion unica en algin intervalo xo—h < x < xzg+h,

b
donde h es definida por h = min « a, [ e M = méx(, ealf (z,9)].

El teorema de Picard impone una condicién mds fuerte sobre f (z,y) para evitar que la ecuacién
y' = f (z,y) tenga soluciones singulares.
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Demostracién. No podemos garantizar que la solucién y = ¢ (z) del problema de valor inicial existe
en el intervalo|zg — a,z¢ + a| porque la curva integral y = ¢ (x) puede existir fuera del rectangulo .
Por ejemplo, si existe z1 tal que 29 —a < a1 < zp+a yyo+b= &(x1), entonces para x > x1 (si
x1 > xp) la solucién ¢ (z) puede no estar definida.

Definitivamente sabemos que la solucién y = ¢ (x) estd en el rango yo — b < ¢ (z) < yo + b cuando

b
g —h <z <z0+h, conh:ml’n{a,M}
Observaciones:

= En 1838, Joseph Liouville fue el primero en usar el método de aproximaciones sucesivas en un caso
especial.

= Charles Emile Picard (1856-1941) fue uno de las m&s grandes mateméticos franceses del siglo
diecinueve.

» Es llamada la condicién de Lipschitz en honor al matematico aleman Rudolf Lipschitz (1832-1903),
quien lo introdujo en 1876 al elaborar pruebas de existencia para ecuaciones diferenciales ordinarias.

Corolario 1.17 Si las funciones f (z,y) y == son continuas en un rectdngulo

Ay
Q={(z,y):mo—a<z<mo+ta, Yo-b<y<y+b},
entonces el problema de valor inicial y' = f(x,y), y(zo) = yo, tiene una inica solucion en el intervalo

b
|z — zo| < h, donde h estd definido por h = min\< a, i con M = méax, yeolf (z,y)| v la constante

of (z,y) ’
oy |

de Lipschitz es L = max

0
Corolario 1.18 Si las funciones f (z,y) y or son continuas en una vecindad del punto (xo,y0) Y

y

f (zo,y0) # 0, entonces el problema de wvalor inicial y' = f(x,y), y(xo) = yo, tiene una tinica solucion.

Ejemplo 1.28 Consideremos nuevamente el problema de valor inicial y' = 2y*/2, y(0) = 0. El teorema
de Peano garantiza la existencia para el problema de valor inicial puesto que la funcion f(x,y) = 2y1/2
es continua.El punto critico y = 0 es obviamente una solucion del problema de valor inicial. Podemos
mostrar que f (z,y) = 2y"/? no es una funcion de Lipschitz asumiendo lo contrario. Existe entonces una
constante positiva L tal que

‘yi/Q —yé/Q) < Llyi — o

Haciendo yo = 0, tenemos

’yiﬂl < L|yi| o también 1 <L ’yim’ .
La dltima desigualdad no se cumple para pequenos yy; por lo tanto, f(y) = 2y1/2 no es funcion Lipschitz.
En este caso mo podemos aplicar el teorema de Picard, y el problema de valor inicial dado puede tener

maultiples soluciones. Puesto que la integral
Y

e

converge, el problema de valor inicial no tiene solucion unica. Ademds, para xo > 0 arbitrario, la funcion

0, st —oo <z < o,
y=p(x) =

def | (z—z0)°, six > o,

es una solucion singular del problema de Cauchy. Note que y = 0 es la envolvente de la familia
uniparamétrica de curvas, y = (x — 0)2, con x > C, correspondiente a la solucion general.
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Ejemplo 1.29 Consideremos la edo auténomay’ = |y|, la funcion pendiente f (x,y) = |y| no es derivable
en x =0, pero es una funcion de Lipschitz, con L = 1. De acuerdo al teorema de Picard, el problema de
valor inicial con la condicion inicial y(0) = yo tiene solucion dnica:

yoe®, st yo > 0,
y(.’ﬂ) = 07 st Yo = 07
yoe ", st yo < 0.

Puesto que una funcidn exponencial es siempre positiva, las curvas integrales nunca encuentran o
cruzan la solucion de equilibrio y = 0.

Ejemplo 1.30 ;EIl problema de valor inicial

dy 3 1/3
—=14+=-(y—x , y(0) =0,
Ir 5 (=), y(0)
tiene una solucion singular? Encontrar todas las soluciones de esta ecuacion diferencial.

Solucion. Cambiando la variable dependiente a y — x = u, encontramos que la ecuacion diferencial
1/3 1/3

U
. La derivada de la funcion f (z,u) = f(u) =
no es acotada en u = 0. En este caso, el teorema de Picard no se puede aplicar y la ecuacion diferencial

3ul/3

1
con respecto au es u = es f'(u) = 7U,2/3’ que

u = puede tener una solucion singular. dado que la ecuacion para u es auténoma, podemos aplicar

el teorema 1.41. La integral

u u
dz _ §/z’1/3dz BT R V2
flz) 2 0
0 0
converge. Por lo tanto, hay otra solucion ademdas de la general, y = o (v + C)3/2, donde 0 = £1 y C es
una constante arbitraria. Note que la solucion general de esta ecuacion diferencial no lineal depende a
mds de la constante de integracion; también depende del pardmetro discreto o. Retornando a la variable y,
obtenemos la solucion singular y = = (que corresponde aw = 0) y la solucidn generaly = v+o (x — 0)5/2,
z>C.

1.4. Ecuaciones diferenciales a variables separables
1. Determine una familia de soluciones de las siguientes ecuaciones diferenciales, utilice el comando

dsolve de MATLAB para encontrar la solucién exacta y utilice el comando dfield8 para graficar
los campos direccionales

a) ly/ = 110g($); ) (ylnz)™" dy _ (= 2,
Yy z dx y+1
! 1 do
b) y3_|_yy -z k) E:(cost) (cos260 — cos?6).
¢) cos?(t) cot(y)y’ = — tan(t) sen?(t); , ds  (s°—s) (4t —6t)
0) o ,__t2—|—1. dt  (t*—3t2)(3s2 —1)
ey = y m) eydy — (e7¥ + e** V) dzx = 0.
e) (tZy—y)y’:—(tyQth); n) ﬁ:tu+u+3t+3'
dy du  tu+2u—t—2
= =w+1) 5 L !
dz n dz + dy = 0.
d Vot e
72/ — y+a?
g) dx—:ce . 0) 22y =1— a2 +y% — 222
dy _ zy+3z—y—3
h) Zﬁ — 2x5m p) dr = xy—2z+4y—8
dx q) sec y% + sin(z — y) = sen(xz + y)
Y
dz )

i) I (1 + y?) cos 2z. r (:rJr\/E)%:(yJF\/@
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2.

1.5.

Resuelva cada problema de valor inicial. Si es posible, encontrar soluciones explicitas. Determinar
al menos aproximadamente el intervalo en el cual la solucién estd definida.

:E(a:2+2) 1 2t -1 r— 2r?
a) y/:T’ y(o):7ﬁ' d) ; dt + e dt =0, conr(2)=4.
b) o = —22 | y(0) = -2 dT
Yy Tyt aty Yy =—= e) gzk‘(T—Tl), con T (0) = Ty, donde
¢) ye 'y +x =0, y(0)=1. k, Ty, T1 son constantes.

. Una poblacién aislada, afectada de una enfermedad desconocida, va desapareciendo a ritmo inver-

samente proporcional a la poblacién presente. Se sabe que la poblacién que inicialmente es de 10

mil habitantes se reduce a 9 mil en 24 horas. Si z(¢) indica la poblacién en el instante de tiempo ¢
(medido en dfas), se pide:

a) Completar la siguiente tabla

x(t)

indicando los valores de z(t) mediante aproximaciones por defecto.

b) Hallar el niumero de personas que permanece con vida transcurridas seis horas del sexto dia.

¢) Hallar el nimero de personas que permanece con vida a las seis horas y quince minutos del
sexto dia.

d) Calcular 1lim x(¢) y explicar el significado de este resultado.
-(19)"

Ecuaciones diferenciales homogéneas

1. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales homogéneas

1.6.

., . ., . . ’ T
Con la susticién xy = sinf o xy = v, resuelva la ecuacion diferencial y = (

o 2
a) y W e) y = %sm(;ﬁ‘;})
’ 2.2 _
_ y@®+ayty®)
¢) 2(¥z + 3\/E)dw +w(3¥z + 4¥w)dz =0 9) Y = Hoaatis,
d) (zy — xz\/2? — y? arcsin(¥))dy — y*dz =0 h) y = 4 4 sin ¥

. Demuestre que la familia de curvas z" + y" = Cx™y™ siempre conduce a ecuaciones diferenciales
homogéneas. ;Que limitaciones hay para los valores de n y m?

. Resolver el problema de valor inicial

a) 4adydy + (2* — 4a?y* — y*) de =0, con y(-5) =0
b) y = VI con y(0) = 4

¢) 2%y = ay — (22 4 y?) arctan(y)

292 —2)424/1—22y2
T3y

., . . ’ . .
. Resolver la ecuacién diferencial (14 y%€2*)y +y = 0 con el cambio de variable y = ue™® donde m
es una constante y v es una nueva funcién incégnita.

Ecuaciones diferenciales exactas y factores integrantes

1. Resolver la ecuacion diferencial
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a) ye®¥ +x y'e® 4+ 2z = 0. 9) (1f%+y)dx+(1f%+z)dy:0
b) (3a%y + 2y +y*) du + (a® +y?) dy = 0. h) (tanz — sinzsiny)dz + cosx cos ydy = 0
¢) ¥y —ytanx = senx cosx. dy
y _ i) =—— =e* —senx.
d) (e¥+2xycoshz)y +ay?sinh z+y2 coshz = dx

e) (siny—ysinx)dz+(cosz+zcosy—y)dy =0 7) @ dx Ay = e’ —sent.

(
) (2y—%+c053$)%+x—7’2—4x3+3ysin3x =0 k)y+y=1+e".

2. ;Es la ecuacién (2zy + 3) dz + (mz — 1) dy = 0, una ecuacién diferencial exacta? Si la respuesta es
afirmativa, resuélvala.

3. Resolver el problema de valor inicial

a) 2z—y)+ 2y —=2)y =0, con y(1)=3.

b) zy — 2y = /x, con y(1) = 0.

¢) ty +(t+1)y=t,cony(ln2)=1, ¢>0.

d) (x+y)?dz + 2zy + 22 — 1)dy = 0, con y(1) = 1
e) (z+y)de + (2zy + 22 — 1)dy = 0, con y(1) =1
)

f

(522 4 52 = 0,con y(1) = 1

4. Encontrar el valor de gy para el cual la solucién del problema de valor inicial ¥’ —y = 1 + 3sent,
con y(0) = yo, permanece finita cuando t — +o0.

5. {Es la ecuacién z2y% + x (1 + yz) y' = 0, una ecuacién diferencial exacta? Multiplique la ecuacién

por el factor integrante p (x,y) = — y resolver la ecuacién diferencial.
xy

6. En los siguientes problemas determine el valor de k para que la ecuacién diferencial correspondiente
sea exacta

a) (y3 + kay* — 22)dz + (3zy? + 2022y )dy = 0

=

22 — ysinxy + ky*)dz — (202y® + zsinzy)dy = 0
2292 + ye®)dx + (22°%y + ke® — 1)dy = 0
6zy> + cosy)dr + (kay? — xsiny)dy = 0

c

) (
) (
) (
d) (

7. Deduzca una funcién M (z,y) tal que la siguiente ecuacion diferencial sea exacta
a) M(z,y)dx + (ze™ + 2zy + 1)dy = 0. b) (yza—z + 7y )de + M(z, y)dy = 0.

8. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales comprobando que la funcién u(x,y) es un factor
integrante.

a) Grydz + (4y +92%)dy =0, p(z,y) = y2

b) —yPda + (2 +xy)dy =0,  p(z,y) = =
) (—zysinz + 2y cos z)dx + 2z cosxzdy = 0, w(z,y) = zy
)

y2de+ (1 +axy)dy =0,  p(z,y) = e

c

d
9. ;Bajo qué condiciones son exactas las siguientes ecuaciones diferenciales?

a) f(x)g(y)de + h(z,y)dy =0
b) (f(x) +g(y))dzx + (h(z) + I(y))dy = 0
¢) (23 + 2y?)dzx + (ax?y + bzy*)dy = 0
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Autoevaluacién (Taller en grupo)
Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales:

2

1. (2ysinzcosz —y + QerIyQ)dx = (z —sin®z — 4myezyg)dy

35
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3. En los siguientes ejercicios resuelva la ecuacién diferencial sujeta a la condicién indicada.

a) (y?cosw — 322y — 2x)dx + (2ysinz — 23 + Iny)dy =0, y(0)=e

b) (ﬁ + cosx — Qxy)% =y(y+sinz), y(0)=1.
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1.6.1. Ejercicios
1. Una ecuacién diferencial de la forma y' = f(¢;y) se dice homogénea si f(\t; A\y) = f(¢; y); para todo
A

a) Pruebe que si y' = f(t;y) es una ecuacién diferencial homogénea, es posible escribirla en la

forma
Yy =g (%) : (1)

b) Pruebe que efectuando el cambio de variable dependiente (y — z) definido por % =z la

ecuacién (1) se transforma en una ecuacién de variables separables.
¢) Pruebe que las siguientes edos son homogéneas y determine sus soluciones generales.
1) 2t2 +y2 — tyy = 0;
2) ty =te /Y +y.

2. Determine una familia de soluciones de las siguientes ecuaciones diferenciales.

a) Lineales de primer orden:

b) y' + cos(t) -y = 0;

gye 2,1
Y riyeY T iye
d) y +t2y=1.

3. Determine el comportamiento, cuando ¢ — 400, de todas las soluciones de la ecuacién diferencial
y' + ay = 0; donde a es una constante.

4. Determine una solucién continua del problema de valor inicial y +y = g(t) ; y(0) = 0; donde

2.510<t<1
g(t){ 0,sit>1, -

5. Encontrar la solucién general de la ecuacién diferencial g/ =1z + a2 +y3.
Y

Solucién. La ecuacién puede ser escrita en la forma

dx . dr = 2
y—— =+ 2?2 +y? otambitn, — =—+4/— +1.
dy dy y Yy

Usando la sustitucién — =« o también, z = yu, se tiene:
Y

T Y e e G .
— = u+y— U+y— =u U —_ =
dy ydy ydy w?+1 Yy

du dy
= [ ==Y +mc=1m(u+ Va2 +1) =lny+lC
[w=-15 !
2
= u+m=0yz>z+\/520y=>m20y2—x

= 22 +y? = C%* — 202y? + 22 = C*y? = 2Cz + 1 es la solucién general.

6. (El problema del nadador que cruza un rio). Un nadador parte de un punto P en el banco. El quiere
llegar al punto @ en el otro lado. La velocidad del rio es constante e igual a v; = k; y la velocidad
del nadador es vo = ko donde ko es constante. FEncontrar la trayectoria descrita por el nadador,
sabiendo que la velocidad del nadador siempre se dirige hacia Q.
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. Hallar todas las soluciones de z(z + 1)y +y = z(z + 1)2e™
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Solucién. Seleccionemos @ como el origen del sistema como se muestra en la figura. Consideremos
que M es la posicién del nadador en el tiempo t. Las componentes de la velocidad en los dos ejes
Oz y Oy son

dv T
dt_ 1 2 /7x2+y27
dy _ Y

it Rt

Dividiendo la relacién previa resulta:

d 2 k
Y_% ] 41, donde k=L
dr vy y? ko
. o dz du o .
La siguiente sustitucion es usada: x = yu y T =u+ yd— La ecuacién diferencial se transforma
o d ’ ’ d d
v_ —k \/1127—&—1 0 también, A —k—y.

Yy

Luego de integrar se tiene:

vu?+1 Y

ln(u+ u2+1) =—klny+1InC, con C >0, otambién, u+u2+1=Cy*.

1/C ¥ O
De donde, u = 2 <yk — yC’) Retornando a las variables x y y, se obtiene, = = g (yk — yC)
De la condicién de que la trayectoria pasa por el punto inicial P (zg,yo) la constante C es C =
C k
ygfl (fEO +z3 —l—y%) La condicién que pase por @ es escrita como h’r%g (k — yg) =0 vy
y— Y

ello es posible si k < 1. Para k; = 0, k = 0, la trayectoria tiene por ecuacién x = Z—gy; es decir, el
segmento de recta entre P y Q.

. Hallar todas las soluciones de y sinz +ycosz = 1 en el intervalo (0, 7). Demostrar que una exac-

tamente de estas soluciones tiene limite finito cuando z — 0, y otra lo tiene también finito cuando
T — .

#* en el intervalo (—1,0). Probar que
todas las soluciones tienden a 0 cuando x — 1, y que tan solo una de ellas tiene limite finito cuando

x — 0.

. La funcién f definida por la ecuacién

1—a2 2 [* 9 2
flz)=2e2 —xe*T/ t™ ez dt
1

para = > 0 tiene las propiedades de que 1) es continua en el eje real positivo, y 2) satisface la
ecuacién

F@)=1- :c/lz Ft)dt

para todo x > 0. Hallar todas las funciones con esas dos propiedades.

10. Dada una funcién f que satisface las relaciones

/ 1
2f (@) = f(5), si@ >0, /(1) =2
a) Siy= f(x), probar que y satisface una ecuacién diferencial de la forma
zzy” + aa:y/ +by =0,

donde a y b son constantes.

b) Encontrar una solucién de la forma f(x) = Ca™.





