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Capitulo 3
Vectores en R? y R?

En este capitulo estaremos estudiando los vectores en dos y tres
dimensiones y sus aplicaciones dentro de la actividad agropecuaria.
En principio, estaremos estudiando los vectores en R* definiendo
algunos conceptos basicos para luego aplicarlos a la resoluciéon de
ejercicios y problemas. Veremos que sin mayor dificultad podremos
extender estas definiciones a los vectores en R’ para asi poder dar
respuesta a otra variedad de problemas que se presentan en las acti-
vidades agropecuarias tales como: longitud de un canal, volumen de
una excavacion, drea, cantidad de alambre de ptias, cantidad de postes,
desplazamiento, equilibrio de un sistema, mddulo de la aceleracion
y fuerza resultante en anclaje entre otras aplicaciones. Estudiemos
algunos conceptos bdsicos que hemos compilado de los aportes de
Castaneda et al. (2020); Gigena et al. (2020) y Rojas (2022)

Conceptos basicos

En este apartado empezaremos a estudiar los vectores en R El
primer paso para iniciar el estudio de los vectores es conocer algunos
conceptos basicos que iremos definiendo e ilustrando con ejemplos,
empecemos con entender qué es un vector.

Los vectores son entes matemadticos que forman parte de un
espacio vectorial. Sin embargo, esta es una definiciéon muy abstracta
y poco ttil al momento de intentar resolver nuestros problemas. Por
ello, es costumbre ajustar la definicidén de un vector como segmentos
de rectas dirigidos en el plano (o en el espacio) cumpliendo ciertas
propiedades.
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Magnitudes escalares y vectoriales

Existen magnitudes que pueden ser representadas por medio de
un escalar, por ejemplo, la temperatura. Decimos que en cierto punto
existe una temperatura de 30° y esta informacion es suficiente para
comprender lo que se desea transmitir, otros ejemplos son la masa,
el tiempo, el volumen. En todos estos casos las magnitudes quedan
completamente definidas por un escalar (un ndamero real), entonces
diremos que son magnitudes escalares. Sin embargo, existen otras
magnitudes que requieren de otra informacién adicional al escalar
para que sean definidas completamente, por ejemplo, la fuerza. Si
decimos que aplicamos una fuerza de 5N sobre una caja, queda la
duda de hacia dénde se desplazo la caja, es decir en qué direccidn.
Por ello, estas magnitudes ameritan de un escalar y una direccion para
que estén bien definidas. En este ejemplo tendriamos que decir que
hemos aplicado una fuerza de 5N en direccién norte. En estos casos
estaremos hablando de magnitudes vectoriales, otros ejemplos son el
desplazamiento, la velocidad, la aceleracion y el peso.

Vectores en R?

DEFINICION 3.1

v . . cdu
Un vector en R? es un segmento de recta dirigido que tiene médulo
y direccién representando gréficamente las magnitudes vectoriales.

El médulo del vector se refiere a su tamano y la direccién esta
relacionada con la orientacién del vector, la cual depende del angulo
que forma con la horizontal, més adelante estudiaremos en detalle
estos elementos.

A continuacién, podemos ver un ejemplo grafico de un vector
en el plano:
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Figura 3.1
Representacién grdfica de un vector en el plano

)%

Como se puede notar en la figura 3.1 el vector esta formado
a partir de dos puntos, el primer punto A se conoce como origen del
vectory el segundo punto B extremo del vector. La notacion utilizada
para representar este vector es AB .

Vectores libres

Desde un punto de vista grafico podemos definir los vectores
libres como sigue:

DEFINICION 3.2

Los vectores libres son aquellos cuyo origen no coincide con el ori-
gen del plano cartesiano.

La figura 3.2 muestra un conjunto de vectores libres.
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Figura 3.2
Representacion graficas de vectores libres

S

o

S

En general, una magnitud vectorial es un vector libre hasta no
anclarlo a algin punto de referencia, el origen.

Para que un vector libre esté bien definido es necesario indicar
cudl es su origen y cudl es su extremo. Por ejemplo, escribimos:

El vector libre 48 donde A(-1,2) y B(2,3)
El vector libre ¢p donde €(1,—-3) y D(-2,0)
El vector libre EF donde E(0,—2) y F(-2,—4)

Vectores de posicion

DEFINICION 3.3

Los vectores de posiciéon son aquellos cuyo origen coincide con el
origen del plano cartesiano, también suele decirse que estdn ancla-
dos al origen del plano.

La figura 3.3 muestra un grupo de vectores de posicion.
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Figura 3.3
Representacion grdfica de vectores de posicion

Los vectores de posicién tienen distintas representaciones, al-
gunas de ellas son:

El vector de posicién 04 donde 0(0,0) y A(-1,3)
El vector de posicién 0B donde 0(0,0) y B(-2,1)
El vector de posicién 0C donde 0(0,0) y C(3,4)

Observe que, para el caso de los vectores de posicion, no es
necesario mencionar cudl es el origen, porque siempre es el mismo,
0(0,0). Por esta razon, los vectores de posicion también suelen deno-
tarse de la siguiente manera:

El vector de posicién 4 donde A(-1,3)
El vector de posicién B donde B(-2,1)
El vector de posicién ¢ donde € (3,4)

Fijese que un vector de posicién queda determinado comple-
tamente por su extremo.

Otra notacién muy comun para los vectores de posicion es
representarlos con letra mindscula con una flecha arriba, es decir:
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El vector de posicién d@ donde A(-1,3)
El vector de posiciéon b donde B(-2,1)
El vector de posicion ¢ donde € (3,4)

En este sentido, para representar los vectores de posicidon
escribiremos:

d=(13)
bh=(21)
¢=(34)

Es comun encontrar textos que utilicen las matrices columnas
para denotar los vectores, en este caso se escribe:

-3
i~(3)
=)

Existe otra notacién muy utilizada que veremos mds adelante
y que es comun verla en los problemas de aplicaciones.

Vectores equipolentes

DEFINICION 3.4

Dos o mads vectores son equipolentes si tienen igual mddulo

y direccién.

En la figura 3.4 podemos encontrar un conjunto de vecto-
res equipolentes.

152



VECTORES EN R? v R3

Figura 3.4
Representacion grdfica de vectores equipolentes
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Coordenadas de un vector

DEFINICION 3.5

Sea un vector libre A8 con origen en el punto A(x;,¥;) y extremo
en el punto B(x,,,). Las coordenadas del vector 4B se definen
como el par ordenado C(x,-x;, y,-y1).

Es decir, las encontramos al restar coordenada a coordenada,
el extremo menos el origen del vector.

Ejercicio 3.1

Determine las coordenadas del vector AB donde A(-1,2)y B(2,3).
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Sorucion

Sabemos que,

A(-1,2) es el origen del vector.
B(2,3) es el extremo del vector.

Por lo tanto, las coordenadas del vector AB serdn el punto C
que se obtiene de restar el extremo menos el origen, es decir:

c2-(1),3-2)
c(3,1)

Veamos una representacion grafica de esta situacion en la figura
3.5, donde hemos graficado el vector libre AB, sus coordenadas y un
vector de posicién cuyo extremo son las coordenadas del vector 4B.

Figura 3.5
Coordenadas del vector AR

-1

Como puede notarse, las coordenadas del vector AB represen-
tan el extremo de un vector de posiciéon ¢ que es equipolente a AB .
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Respecto a esto, hagamos algunas observaciones importantes
que el lector puede verificar con facilidad:

+ Todo vector libre tiene un vector de posicion equipolente a
él, y se encuentra hallando sus coordenadas.

+ Desde una mirada gréfica, hallar las coordenadas de un vec-
tor significa trasladarlo hacia el origen del plano cartesiano.

+ Los vectores equipolentes tienen las mismas coordenadas.

+ Las coordenadas de un vector de posicidn coinciden con
su extremo.

Cuando se trabaja con vectores, es comun utilizar vectores de
posicién en lugar de vectores libres, en caso de tener estos ultimos,
lo primero que hacemos es hallar sus coordenadas (trasladarlos al
origen) antes de operar con ellos.

Por ejemplo, si tenemos el vector libre CD con C(1,-3) y D(-2,0),
su vector de posicion equipolente viene dado por:

g=(-2-1,0-(-3)
é=(-3,3)

Moédulo de un vector

DEFINICION 3.6

El médulo del vector, también conocido como longitud, magni-
tud o norma del vector, se entiende como el tamafio del segmen-
to dirigido.

Para el caso del vector libre AB su médulo se denota por ||E||
Para calcularlo solo necesitamos hallar la distancia que existe entre el
origen y el extremo del vector. Para esto, veamos cémo calcular la dis-
tancia entre estos dos puntos:

155



ALGEBRA MATRICIAL

Figura 3.6
Representacion grdfica del médulo del vector AB
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En la figura 3.6 vemos un vector AB que tiene como origen el
punto A(x;,¥1) y extremo el punto B(x;,y,) y también se observa un
tridngulo rectdngulo 4ABC cuyos catetos miden x,-x; y ¥,-¥;, lo que
nos interesa encontrar es el tamafio de la hipotenusa de este tridngulo,
que representard justamente ||ﬁ||, para ello aplicamos el Teorema de
Pitagoras obtenemos:

||ﬁ|| = 0e-x,)% + (757y,)?

Donde:

X1: Abscisa del origen.

X, : Abscisa del extremo.
¥1 : Ordenada del origen.
¥, : Ordenada del extremo.

Con esta férmula siempre podremos calcular la distancia que
existe entre dos puntos cualesquiera del plano.
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En caso de tener un vector de posicién d = (x, y), Capitelli et al.
(2020) demuestran con el Teorema de Pitdgoras que:

lall = /x2 + y?

Veamos algunos problemas a continuacién:

ProBLEMA 3.1

En una granja se desea construir una cerca que delimita dos
superficies, los extremos de la cerca son los puntos A(5,6) B(6,20),
la cerca serd construida con postes de madera y cuatro hileras de
alambre de pua, considerando que las unidades de medida estin en
metros, determine:

a.

b.

Metros lineales de alambre de pia que se requieren para
construir la cerca que delimita las dos superficies.
Cantidad de postes de madera para construir la cerca. Con-
sidere que la separacion entre ellas serd de 1,25 m.

SoLucIoN

a.

Los extremos de la cerca que delimita las dos superficies los
podemos representar como un vector libre de origen Ay
extremo B, de esta manera su modulo ||E|| representard la
distancia que existe entre ambos puntos, hallando el médulo
de este vector tenemos:

”E” = \/(xz'x1)2 + (y2-y1)?

Reemplazando valores

[4B|| = /(6 — 5)2 + (20 — 6) = 14,03

Como la cerca tendra cuatro hileras de alambre de pua,
multiplicamos la distancia entre los dos puntos, que en este
caso representa la longitud de la cerca, por cuatro.
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14,03x4 = 56,12m

Lo que significa que necesitamos 56,12 metros de alambre
de puda para construir la cerca perimetral.

b. Para responder este literal, debemos tomar en cuenta que
al dividir un segmento en n partes iguales, el nimero de
puntos sobre el segmento esiguala n + 1 (realice un gréfico
para comprobar esta situacion). Si aplicamos esta idea para
determinar el nimero de postes de madera que necesitamos
para construir la cerca podemos deducir la siguiente férmula:

l
+1

# Postes = —
d

Donde:
I: Longitud de la cerca perimetral.
d: Distancia de separacién entre las estacas.

Sustituyendo valores:

# Post —14'03+1—1222
oses—l’25 =12,

Es decir, necesitariamos 12 postes para ubicarlos con una se-
paracién aproximada de 1,25 m.

ProBLEMA 3.2

La superficie de una parcela estd representada por un
tridngulo cuyas coordenadas de los vértices son los puntos
A(5,8),B(10,20) y €(30,6), considere que las unidades de medida
de los puntos estan en metros. Determine:

a. Eldarea de la parcela.

b. El perimetro de la parcela.

c. Lacantidad de drboles de tomate que caben en la parcela si
cada arbol requiere 3,5 m%.
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Sorucion

Veamos una representacion gréfica del problema ubicando los

puntos A(5,8),B(10,20) Y C(30,6) en el plano cartesiano:

Figura 3.7
Representacion grdfica del tridngulo que se forma con los puntos
A(5,8),B(10,20) y €(30,6)

o

a. El drea de la parcela es igual al drea del tridngulo que se

muestra en la figura 3.7.
Recordemos que en el capitulo 1 aprendimos a calcular el
area de un tridngulo mediante el uso de los determinantes
con la siguiente férmula:

xn oy 1
x, x, 1
1
Ay = X3 7253
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Sustituyendo valores resulta:

5 8 1
0020 1)
4, = 130 26 1l _ = =155

Por lo tanto, el drea de la parcela es igual a 155 m?.
b. El perimetro p de la superficie serd la suma del médulo de
los vectores AB, BC y AC, es decir,

p = ||4B]| + ||BC]| + [[4C]|

En este punto tenemos dos opciones, podriamos encontrar los
vectores de posicion equipolentes a cada uno de estos vectores
libres y luego calcular el médulo de ellos para luego sumar, o
bien, podemos calcular directamente el médulo de los vecto-
res libres para luego sumar, esto dltimo sera lo que haremos.
Si calculamos cada médulo por separado, obtenemos lo
siguiente:

[ 4B|| = /(10 — 5)2 + (20 — 8)2 = 13

IBC|| = (30 — 10)2 + (6 — 20)2 = 24,41

[[4C|| = /(30 = 5)2 + (6 — 8)% = 25,07
Reemplazando valores resulta:
p =13+ 24,41 4+ 25,07 = 62,48

Luego, el perimetro de la parcela es igual a 62,48 m.

c. Para calcular la cantidad de arboles de tomates que caben
en la parcela procedemos a dividir el drea de la superficie
entre el drea requerida por planta. Del problema sabemos
que el drea que requiere cada drbol es de 3,5 m?, por lo tanto:

Ay

#Arboles de tomate = - : -
area requerida por arbol
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#Arboles de tomate = 155m? = 44,29
rooles ae Omae_3,5m2/érbol_ )

Es decir, en esta parcela caben aproximadamente 44 drboles
de tomate.

Direccion de un vector

La direccién de un vector es igual al angulo que forma el vector
desde el eje x positivo medido en contra de las agujas del reloj y puede
ser calculado utilizando nociones basicas de trigonometria.

Ejercicio 3.2

Determine la direccion del vector @ = (3,2).

SoLucioN

Al graficar este vector lo ubicamos en el primer cuadrante como
puede verse en la figura 3.8

Figura 3.8
Representacion grdfica del vector d = (3,2)
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La direccion del vector d@ = (3,2) se corresponde al dngulo @ que
forma con el eje x. Para calcularlo podemos aplicar conceptos basicos
de trigonometria sobre el tridngulo rectdngulo que se forma. Luego,

. 2
an (a) = 3
2

= 1=
a =tan (3)

Configurando nuestra calculadora en grados sexagesimales
(Degree) obtenemos que:

a = 33,69°

Siendo esta la direccién del vector d.

EjErcicio 3.3
Determine la direccién del vector b = (-2,3).

SorucioN

La figura 3.9 ilustra nuestro problema.

Figura 3.9
Representacion grdfica de la direccién del vector b = (—2,3)

y
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El gréfico del vector deja ver que su direccién es el dngulo «. Sin
embargo, podemos notar que, al aplicar el mismo analisis del ejercicio
3.2, el angulo que encontraremos serd g. Este dngulo que encontra-
remos con la calculadora sera referencial, y nos permitira hallar a.

Del triangulo rectangulo resaltado en la figura 3.9 obtenemos que:
an ) =[]
an (B) = |5

4
-2

B =5631°

B = tan

Observe que en este caso hemos utilizado el valor absoluto en
el argumento de la tangente inversa, esto es porque estamos conside-
rando una razén trigonométrica en un tridngulo rectangulo, cuyos
catetos son segmentos, obviamente positivos.

En el grafico podemos ver con facilidad que para hallar la di-
reccion @ del vector solo aplicamos una resta:

a=180°—p
a =180 — 56.31°
a = 123,69°

Dejamos como ejercicio para el lector determinar la direccién
de los vectores:

¢(—4,-3)y d = (3,-3)-

Antes de intentar de resolver los ejercicios anteriores tome en
cuenta las siguientes observaciones respecto a la direccién de un vector:

Si las coordenadas de un vector son d = (x,y), la formula
a=tant |ii| permite encontrar su direccidn, pero no necesariamen-
te coincide con su valor. Pueden presentarse cuatro casos, si represen-
tamos a la direccidn del vector como 8, entonces:
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+ Caso 1. El vector estd en el primer cuadrante, la direcciéon

0=a

+ Caso 2. El vector estd en el segundo cuadrante, la direccién
0=180 -«

* Caso 3. El vector estd en el tercer cuadrante, la direccion
0=180+«a

*  Caso 4. El vector estd en el cuarto cuadrante, la direccién
60 =360—a

Cuando los vectores se ubican en el cuarto cuadrante, es comun
representar su direcciéon como un angulo agudo negativo (leyéndose
en sentido horario). Por ejemplo, en lugar de escribir la direccién de
un vector como 315° puede escribirse como -45¢. La figura 3.10 ilustra
esta situacion:

Figura 3.10
Gridfica de la direccion del vector representado con dngulo agudo

3

p=315°

A
3 2 -1 Q 1 2 3 4
iE
1

ProBLEMA 3.3

En una granja se desea construir un canal de concreto con una
retroexcavadora. El equipo parte desde un punto de referencia y llega
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a un extremo marcando las coordenadas de un punto B(-5,—4). Si la
unidad de medida es el metro, determine:

a. Lalongitud del canal en metros.

b. El volumen de la excavacién (material retirado), en metros
cubicos, considere que el ancho y profundidad del canal serd
de 1,2 m y 1,5 m respectivamente.

c. Ladireccién de la zanja realizada por la retroexcavadora.

SorucioN

a. Tomemos el punto de referencia como el origen del plano
cartesiano y tracemos el vector de posiciéon @ = 04, cuyas
coordenadas son d@ = (-5, —4), ver figura 3.11.

Figura 3.11
Representacion grdfica del trazado del vector § = Q4.

Si calculamos el médulo del vector @ encontramos la longitud
del canal.

llall = /x2 + y?
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Sustituyendo valores:

llall = /(=5)% + (—4)% = 6,40

Es decir, la longitud del canal sera de 6,40 metros.

. Para responder a este literal simplemente multiplicamos la
longitud del canal por el ancho y la profundidad, es decir
aplicando la ecuacién:

Volumen del canal = largo - ancho - profundidad

Al sustituir valores:

Volumen del canal = 6,40-1,20- 1,50 = 11,52

Es decir, el volumen del material retirado es de 11,52 m?.

. Para calcular la direccién de la zanja procedemos a calcular
la direccién del vector. Tomando en cuenta que el vector
d = (=5,—4) esta ubicado en el tercer cuadrante, su direc-
cién serad

0=180+a«a

Primero, calcularemos a

-4
a=tan't = |—5| = 38,65°

Ahora @ = 180 + 38,65 = 218,659 es decir, la direccién del canal
es de 218,65° respecto al punto de referencia de partida.

La direccién de un vector también suele representarse en tér-
minos de los puntos cardinales; norte, sur, este y oeste. Por ejemplo,
podemos escribir, $33,69°E, lo que significa que desde el sur hacia
el este el vector forma un dngulo de 33,69°, en la figura 3.12 puede
apreciarse la representacion grafica de este ejemplo.
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Figura 3.12
Representacion del vector d en puntos cardinales
1 Norte
3
2
1
Oeste Este
-4 -3 2 -1 o 1 2 3 4 ]
1
33.69* a
2
-a
533, 69°E
| Sur

En la figura 3.13 pueden verse otros vectores cuyas direcciones
se representan utilizando esta notacién:

Figura 3.13
Representacion grdfica de otros vectores en puntos cardinales
*| Norte
. N53.13'E
2
b
53,13
Oeste Este
4 3 2 1 1 2 3 4 5
-1
26,57
2
-3
$26,57°0 | sur
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Para expresar N45°F simplemente podemos escribir Noreste,
lo propio ocurre con Noroeste (N45°0), Sureste (S45°E) y Suroeste
(545°0).

ProBLEMA 3.4

En una finca la direccién de una cerca respecto a un punto de
referencia es de S40E, figura 3.13. Si la longitud de la cerca es de 10 m,
determine las coordenadas del extremo final de la cerca.

Figura 3.14
Representacion grdfica de la direccion de la cerca con puntos de referencia S40E

2

o]
2 o 2 4 [} g 10
“| sarE
10m
- AV
" oy
P

-8

SOLUCION

A partir de la figura 3.14 podemos construir el tridangulo rec-
tangulo 40PS cuya hipotenusa serd el vector de posicién 0P y cuyo
modulo sabemos que es 10. Esta ilustracion puede verse en la figura 3.15.
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Figura 3.15
Representacion grdfica del tridngulo rectdngulo AOPS,
con hipotenusa vector de posicion Op

Eldngulo @ es el complemento (lo que le falta para llegar a 90°)
de la direccién del vector 0P, por lo tanto,

a =90 — 40 = 50°

Utilizando las razones trigonométricas del seno y el coseno so-
bre el tridngulo 40PS podemos determinar la longitud de los catetos
0S y SP que representan las coordenadas x y y respectivamente del
extremo final de la cerca que estamos buscando (punto P).

Luego,

sen (a) =

y —
_W y = ||0P|| -sen ()
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x .,
cos () = — X = ||OP|| - cos (a)
[or||

Sustituyendo valores,

x =10-cos (50°) = 6,43
y =10-sen (50°) = 7,66

Por lo tanto, el extremo de la cerca tiene coordenadas:

P(6,43; 7,66)

Operaciones con vectores en R?

Hasta ahora conocemos los vectores, sus elementos y la notacién
que utilizamos para representarlos. En este apartado veremos cémo
podemos operar los vectores desde un punto de vista grafico y analitico
y conoceremos una nueva notacion para los vectores.

Producto de un escalar por un vector en R*

DEFINICION 3.7

Sea un vector con coordenadas d = (x,y) y el escalar k € R, se defi-
ne el producto de un escalar k por un vector @, como:

k-d=k-(x,y)
k-d=(k-xk-y)

Es decir, el escalar multiplica a cada una de las coordenadas del
vector. Veamos un ejercicio.

Ejercicio 3.4

Sea el vector d = (—2,4). Determine:
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a 2.4
b. -l.3
2
SorucioN

a 2-d=2-(-24) = (-48)
b. _é- a= -%' ('2,4’) = (1!_2)

Desde un punto de vista grafico, el escalar k € R que mul-
tiplica al vector, modifica su médulo y direccién de acuerdo con el
siguiente resumen:

+ Siel escalar es igual a cero (k = 0) el vector se anula, es decir
sus coordenadas se vuelven cero.

+ Siel escalar es igual a uno (k = 1) el médulo y la direccién
del vector se mantienen iguales.

*  Siel escalar es mayor a uno (k > 1) el médulo del vector
aumenta en la proporcion del escalar y la direccién se man-
tiene igual.

+ Siel escalar es mayor a cero y menor a uno (0 < k < 1) el
modulo disminuye en la proporcién del escalar y su direcciéon
se mantiene igual.

+ Siel escalar es igual a menos uno (k = —1) el médulo del
vector se mantiene igual y la direccién aumenta 180°, es
decir, se invierte.

+ Siel escalar es menor a menos uno (k < —1) el médulo del
vector aumenta en la proporcion del escalar y su direccion
aumenta 180°, es decir, se invierte.

+  Siel escalar es mayor a menos uno y menor a cero (-1 < k < 0)
su modulo disminuye en la proporcién del escalar y su di-
recciéon aumenta 180°, es decir, se invierte.

Es importante notar que, cuando multiplicamos un vector por
un escalar k # 0 siempre resulta un vector paralelo a este, y decimos
que estos vectores son multiplos escalares.
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“Si dos vectores son paralelos entonces son miiltiplos escalares, y
viceversa’.

En la figura 3.16 podemos ver el vector d@ = (1,2) que ha sido
multiplicado por diferentes escalares que lo han hecho cambiar segtin
lo descrito arriba, ademds se han graficado vectores libres equipolentes
a estos para visualizar mejor el paralelismo entre ellos y el comporta-
miento de cada vector respecto a su médulo y direccién.

Figura 3.16
Grdfica del vector d = (1,2) multiplicado por diferentes escalares

Resolvamos el problema 3.5.
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ProBLEMA 3.5

El drea de una finca cuya forma es triangular estd representada
por los vectores @ = (9,0)y b = (0,15), si la unidad de medida es metros
y se requiere que el drea sea cuatro veces mayor, determine:

.
a. Las nuevas coordenadas de los vectores d y b.

b. El drea en m? de nueva superficie.

Sorucion

En la figura 3.17 se muestra un gréfico del problema:

Figura 3.17
Representacion grdfica del tridngulo que se forma con los vectores
d=(90)yb=(015)

Area superficial de la finca ariginal
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a. Para que el drea de la finca sea cuatro veces mayor podemos
duplicar la longitud de cada lado ;por qué?, esto lo podemos
hacer multiplicando por 2 los vectores de posicién @ y b
resultando ' y b’ respectivamente.

a =23 =2(9,0) = (18,0)
b’ = 2b = 2(0,15) = (0,30)

La figura 3.18 muestra como quedaria la superficie de la nue-
va finca:

Figura 3.18
Nueva superficie representada por los nuevos vectores

Area superficial de I3 finca multiplicada por cuatro

2 0 2 a ] 5 0 1z 14 16 18

2

b. Como la superficie de la finca estd determinada por un
tridngulo rectdngulo podemos calcular su area facilmente:

base - altura
A= - 2

Del gréfico del problema puede verse que:
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base = |lall
Altura = ||Z||

Luego,

llall =182 + 02 = 18
|B]| = Vo2 + 302 = 30

Sustituyendo valores:

Es decir, el drea es 270 m?.

Vectores unitarios

DEFINICION 3.8

Diremos que un vector es unitario si su médulo es igual a 1.

La figura 3.19 muestra algunos vectores unitarios.

Figura 3.19
Representacién grdfica de vectores unitarios

2
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Los vectores unitarios suelen representarse con un sombrero
en lugar de una flecha, por ejemplo, escribimos:

El vector unitario 4
El vector unitario b

Dado un vector cualquiera, siempre es posible “unitarizarlo” mul-
tiplicdndolo por el inverso de su mddulo, esto es equivalente a dividir
cada una de sus coordenadas por su médulo.

Demostremos la proposicidon anterior:

Sea el vector d = (x,y). El médulo de este vector es
llall = /x* + y2.

Calculemos el vector @ (unitario) dividiendo cada coordenada
por su médulo:

" ( x y >
a= )
Jx2+y? fxr+y?

Ahora hallemos el médulo de este vector:

~

lall = ( ﬁ) + <¢%yz>

xZ y2
2 2+ 2 2
x“+y x“+y

llall =

x%+y?

all = |————
lall = |

lall =1

Efectivamente vemos que el vector @ es unitario.
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De una forma mas compacta se puede escribir g = ﬁ en lugar
a

deg = (—x J—A—
/x2+y2 /x2+y2
Ejercicio 3.5

Determine un vector unitario en la direccién del vector
b= (-2,5)

SorucioN

Hallamos el médulo del vector:

I8l = V2T =
I8l = V2T =
I8l =vTF75
Bl =25

Luego, el vector unitario p lo hallamos dividiendo cada coor-
denada por el médulo de b.

(s p))

(&7
2929

El lector puede verificar que este vector efectivamente es uni-
tario ;como?

Existen dos vectores unitarios muy utilizados al momento de
representar un vector. Estos vectores son definidos por i = (1,0) v
j = (0,1). Como puede notar en la figura 3.20 estos vectores ademas
de tener médulo 1 también son perpendiculares entre si. El vector
i apunta en la direccion del eje x positivo y el vector j apunta en la
direccién del eje y positivo. Veremos mas adelante que todo vector
de R*puede escribirse en términos de estos dos vectores unitarios.
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Figura 3.20
Vectores unitarios definidos como 1 = (1,0) y j = (0,1)

Suma de vectores en R?

Es decir, sumamos las coordenadas de los vectores una a una.

DEFINICION 3.9

Sean los vectores con coordenadas d = (x1,y1) y b = (x2,¥2), se de-
fine la suma de d y b como:

d+b=(x;+x3,y1 +;)

Ejercicio 3.6

Dados los vectores con coordenadas d = (2,-3) y b = (-5,1),
determine el vector d + b. Realice el grafico correspondiente.

SoLucioN

G+b=2+(-5),-3+1)
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d+b=(-3-2)
En la figura 3.21 pueden verse los vectores db yd+ b

Figura 3.21 . .
Grdfica de los vectores d,b y @ + b

i+ b

Veamos ahora dos formas graficas para sumar vectores.

Regla del paralelogramo

Desde un punto de vista grafico, si queremos sumar dos vec-
tores cualesquiera, solo debemos unir el origen de uno con el origen
del otro y construir un paralelogramo, la diagonal principal que sale
del origen comtn y llega al vértice opuesto del paralelogramo sera el
vector suma (Poole, 2017). Ver figura 3.22.
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Figura 3.22
Representacion grdfica del vector suma regla del paralelogramo

r1'+5‘
i + ;
= b

Si quisiéramos sumar un tercer vector ¢, tendriamos que su-
2
marselo al vector @ + b (vector verde en la figura 3.22). En la figura
3.23 podemos visualizar esta situacion:

Figura 3.23
Representacion grdfica del vector ¢ sumado a los vectores d + b

a+ b+

Siguiendo este mismo andlisis podemos sumar graficamente
tantos vectores como queramos aplicando la regla del paralelogramo,
pero fijese que solo podemos sumar de dos en dos.

Veamos ahora un ejercicio de suma de vectores aplicando el mé-
todo analitico y el método gréfico para que comparemos los resultados.
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Ejercicio 3.7

Dados los vectores con coordenadas d = (=2,3) y b= (4,-2),
determine grafica y analiticamente el vector suma G + b.

SorucioN

Desde un punto de vista analitico tenemos:

d+b=(23)+4-2)
i+b=(2+43-2)
da+b=(21)
Desde el punto de vista grafico, vemos que ambos vectores
son de posicién y que al ubicarlos en el plano cartesiano sus origenes

coinciden, por lo tanto, solo debemos construir el paralelogramo y
trazar el vector suma como se muestra en la figura 3.24.

Figura 3.24
Construccion del paralelogramo traza del vector suma d + b

Como vemos el vector resultante coincide con el cdlculo hecho
de manera analitica. Resolvamos el problema 3.6.
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ProBLEMA 3.6

La superficie de una parcela estd representada por el paralelo-
gramo generado por los vectores @ = (3,2)y b = (2,6). Dicha superficie
se desea dividir en dos partes mediante una diagonal que represente
una cerca medida en metros, determine:

a. Lalongitud de la cerca.

b. La cantidad de alambre de puas si la cerca estuviese confor-
mada por 5 hileras.

c. La cantidad de postes si entre ellos hubiese 1,25 m
de separacion.

Sorucion

a. Grafiquemos los vectores d = (3,2) y b= (2,6) y realicemos
la suma de ellos aplicando la regla del paralelogramo. El
vector suma representard la cerca y su magnitud la longitud
de la cerca. La figura 3.25 muestra la grafica del problema.

Figura 3.25
Grdfica del paralelogramo que se forma por los vectores @ = (3,2) ¥ b = (2,6)

8

i+ h
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Calculemos la suma de los vectores @ = (3,2) y b = (2,6) que como
puede verse directamente en la figura 3.25 viene dada por:

i+b=(58)

El médulo de @+ b representard la longitud de la cer-
ca perimetral:

lld +b|| = /52 + 82
|lé@ +b|| = V106
lld+b| =943

Es decir, la longitud de la cerca es de 9.43 m.

b. Para determinar la cantidad en metros de alambre de puas

procedemos a multiplicar la longitud de la cerca por las 5
hileras, es decir:

9,43%x5 = 47,15
Por lo tanto, se necesitan 47,15 m de alambre de puas.
c. Pararesponder a este literal recordemos que:

longitud de la cerca
# Estacas =

distancia de sepaciéon

47,
# Est =—-+1=3772
stacas 125 +

Por lo tanto, se necesitardn aproximadamente 38 postes.

Regla del poligono

Veamos otra forma de sumar vectores graficamente. Digamos
que queremos sumar dos o mds vectores cualesquiera, la ley del poli-
gono nos dice que unamos todos los vectores de modo que el extremo
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de cada uno sea el origen de otro, y el vector resultante serd el vector
que cierra el poligono, es decir, el que parte desde el origen del primer
vector al extremo del dltimo. Veamos algunos ejemplos gréficos.

Figura 3.26
Representacion grdfica suma de los vectores d y b regla del poligono

Figura 3.27
Representacion grdfica suma de los vectores d, b y C regla del poligono

Figura 3.28

>

Representacion grdfica suma de los vectores d, b, ¢ y d regla del poligono

ST —

Las figuras 3.26, 3.27 y 3.28 muestran como pueden sumarse
2, 3 y 4 vectores aplicando la ley del poligono. El lector podra notar
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la ventaja que tiene este método sobre la regla del paralelogramo
cuando tenemos que sumar graficamente tres o mas vectores. Para
el caso particular, donde la suma es de dos vectores (figura 3.26), el
poligono que se forma es un tridngulo. Por ello, es comtn que se le
llame en estos casos regla del tridngulo para la suma de dos vectores.

ProBLEMA 3.7

Un cerdo se escapa de su corral y al salir rdpidamente corre 6
metros al este donde se encuentra una cerca que lo obliga a correr
3 metros en direccion norte hasta encontrarse con el granjero que
lo hace girar al oeste y correr 5 metros donde el hijo del granjero lo
captura ;a qué distancia del corral capturd el hijo del dueno al cerdo?

SoLucioN

En la figura 3.29 puede apreciarse el recorrido del cerdo a lo
largo de los vectores 04, AB, y BC. El médulo del vector 0C representa
la distancia desde el corral hasta el punto donde el hijo del granjero
capturd al cerdo.

Figura 3.29
Recorrido del cerdo a lo largo de los vectores 04, be, y BC

5

3 (_‘ ﬁ B
od A8

0 04 B Kl
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Si aplicamos la regla del poligono podemos ver que:
0C = 04 + AB + BC

Del grafico podemos ver que 0C = (13). Dejamos como ejer-
cicio para el lector calcular las coordenadas de los vectores AB y BC
y resolver la suma de arriba para que verifique analiticamente las
coordenadas de OC.

Finalmente, calculamos [|OC]||

foc] =+

[o¢] = VTF5
[o¢] = V1o
|loc|| = 3,162

Por lo tanto, la distancia desde el corral hasta el punto donde
el hijo del granjero captur6 al cerdo fue de 3,16 m.

Resta de vectores en R?

DEeFINICION 3.10

Sean los vectores con coordenadas @ = (x;,y,) Y b = (x,,,), se define
larestade @y b como:

d-b = (X1-%,¥1-Y2)

Ejercicio 3.8

Dados los vectores con coordenadas @ = (—4,4) v b = (2,3),
determine el vector d-b . Realice el grafico correspondiente.
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Sorucion

-

En la figura 3.30 pueden verse los vectores d,b y d-b

Figura 3.30 . .
Representacion grdfica de los vectores d,b y d-b

Para restar vectores debemos tomar en cuenta que la resta de
dos vectores puede convertirse en una suma tal como mostramos a
continuacioén:

@-b=a+ (-b)

Donde -b representa el vector b multiplicado por el escalar -1,
que como indicamos antes, el médulo del vector se mantiene igual
y su direccién aumenta 180°, es decir, se invierte. En la figura 3.31
vemos el grafico de los vectores libres b y -b.
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Figura 3.31 L
Representacion grdfica de los vectores libres b y -b

Tomando en cuenta esta idea, para restar vectores podemos
aplicar las mismas reglas de la suma de vectores: ley de paralelogramo
o ley del poligono. Veamos un ejercicio.

Ejercicio 3.9

Dados los vectores con coordenadas d = (=3,1) y b= (-24).
Determine la resta d-b analitica y gréficamente.

SoLucioN

Analiticamente,
@b = (-3,1)-(-2,4)
db=(-3-(=2),1—-4)
d-b = (-1,-3)

Gréficamente, hemos ubicado en el plano cartesiano los vectores
d, by-b,yluego aplicamos la regla del paralelogramo para sumar d
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y -b (figura 3.32) y cuyo resultado vemos que efectivamente coincide
con la resta analitica.

Figura 3.32
Grdfica de los vectores @, b y -b suma de los vectores d y -b

4

ProBLEMA 3.8

En una granja, la superficie de un establo para vacas esta deli-
mitada por los puntos 0(0,0),A(16,0), B(3,20) y €(18,20), donde las
longitudes estin medidas en metros. El duefio decide construir una
bodega de 1,5 metros de altura junto al establo y con sus mismas di-
mensiones para almacenamiento de balanceado y agua. Para separar
el agua del balanceado, el propietario construird una pared interna
tal como se muestra en la figura 3.33.
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Figura 3.33
Representacion grdfica de la pared interna para separar
el agua del balanceado

22

NS, \‘{;ﬂ =3

a. Determine la longitud de la pared interna de la bodega.
b. Calcule el volumen del depésito de agua.

SoLucioN

En el problema identificamos los vectores de posicion:

04 = (16,0)
0B = (3,20)

a. Dela figura 3.33 podemos ver que el médulo del vector oD
representard la longitud de la pared. Ademas, por la regla
del paralelogramo sabemos que:

0D = 0B + OF
Pero como OE = -OA resulta

0D = 0B + (-04)
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O bien,
0D = 0B-04
Sustituyendo valores,

0D = 0B -04 = (3,20)-(16,0)
0D = (-13,20)

Calculamos el médulo del vector 0D

[oD|| = /(=13)7 + 207 = 23,85

Por lo tanto, la longitud de la pared interna de la bodega es de
23,85 m.

b. Para calcular el volumen del depésito de agua debemos
encontrar el area del tridngulo 4BOD y multiplicarlo por
la altura del depdsito, que en este caso es 1,5 metros. Luego,

V=15"4,50p

Sabemos que,

1
A pop = 7 base - altura

De la figura 3.32 vemos que en el tridngulo 4BOD la altura es
20 y la base es 16, luego,

1
Aspop =75720-16

Aypop = 160
Luego,

V=15-160
V =240
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Por lo tanto,

El volumen del dep6sito de agua es de 240 m?.

Producto escalar de vectores en R?

El producto escalar entre dos vectores en R?, también conocido
como producto punto, es representado por un escalar (Grossman,
2019), que definimos a continuacién:

Sean los vectores con coordenadas @ = (x1,y;) y b= (x2,¥,)
, el producto escalar (o producto punto) entre d y b se define como:

d-b=x;%+y Yy,

+ Observe que el punto que esta a la izquierda no es igual al
de la derecha, uno representa el producto de dos vectores y
mientras el otro el producto de dos escalares.

+  Observe que el producto escalar resulta ser precisamente un
escalar, de alli el origen de su nombre.

+  Es muy comun que el producto escalar sea conocido como
producto punto en alusién al simbolo que se utiliza para
representarlo, un punto.

Ejercicio 3.10

Dados los vectores con coordenadas d = (-2,3) y b = (—4,-1),
determine d - b.

Sorucion

Aplicando la definicién tenemos:
i -b=(-23)(-4-1)
d-b=-2-(-4)+3-(-1)
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Moédulo de un vector en términos del producto escalar
Sabemos que el médulo de un vector de posicién con coorde-
nadas d@ = (x,y) viene dado por ll@ll = /x? + y2. Con la definicién que
acabamos de ver podemos definir el médulo de un vector en funcién
al producto escalar de la siguiente forma:
llall = va- a

Ejercicio 3.11

Determine el médulo del vector con coordenadas @ = (—2,3).

SorucioN

Aplicando la definicién que acabamos de ver tenemos:

lall = va- a
lall = (=23)-(=23)
ldll = v4+9
lall = vi3

Otra definicion del producto escalar
El producto escalar de vectores también es definido en forma

equivalente en funcién del médulo de los vectores y del angulo que
forman entre ellos.
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DEerINICION 3.11

Sean d 'y b dos vectores en R2 diferentes de cero y 6 el angulo que
forman entre ellos, entonces:

d -b=lall-|[p]| - coso

Tomado de Galdeano et al. (2017)

Resolvamos el ejercicio 3.10 aplicando esta definicién y com-
paremos resultados.
Ejercicio 3.12

Dados los vectores con coordenadas @ = (-2,3) y b=(-4-1),
determine d - b.
SOLUCION

Realicemos un gréfico que represente los dos vectores y ubi-
quemos el dngulo que forman entre ellos.

Figura 3.34
Representacion grdfica de los vectores de posicion d y b,
construccion del tridngulo trazando un tercer vector libre AB

|

f
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Como podemos observar en la figura 3.34 al ubicar los vecto-
res de posicién @ y b podemos construir un tridngulo trazando un
tercer vector libre AB cuyo origen y extremo se corresponden con las
coordenadas de d y b respectivamente.

Lo que haremos seré calcular el médulo de estos tres vectores
para luego aplicar la ley del coseno para hallar el éngulo 6, teniendo esto
ya podemos aplicar nuestra segunda férmula para el producto escalar.

d=(-23)
ldll = \/(=23)- (-2,3)

lall =v4+9

lall =13
b=(—4-1)

]| = J(=4 -1 (=4, -1

Bl = vT6+T

]| = V17

AB, Con origen en A(—2,3) y extremo en B(—4,—1)

[4B| = V4= (=2))2 + (-1 - 3)?

|4B|| = V& + 16
1B = V20

Aplicando la ley del coseno sobre el triangulo de la figura
3.34 tenemos:

14B||" = al + [IB]|"-2 - all - [|B]] - cose
(V20)' = (VI3)' + (VI7)*-2 VI3 V17 - cost

20=13+17—-2-V221 - cosf
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20=30—2-+v221-cosO
2-vY221-cosf =10

10
c0S0 = ——————

2-v221

0 =" (75)
=cos! (—

221

6 =170,35
Conociendo el dangulo que forman los dos vectores procedemos
a calcular el producto escalar entre dy b.
@ -b=lall-|p||-coso
@ -b=v13-V17 - cos (70,35)
d b =4999

Si utilizamos el valor exacto de @ podremos verificar que el
resultado serd exactamente 5, valor obtenido en el ejercicio 3.10.

La resolucién de este ejercicio muestra que es poco conveniente
calcular el producto escalar utilizando el médulo de los vectores por-
que tendriamos que hallar su angulo, lo cual hemos visto que es un
trabajo tedioso. Entonces, ;para qué nos sirve esta segunda formula?
squé utilidad tiene?

La respuesta a estas preguntas es, para calcular precisamente el
angulo 6 que forman dos vectores.

Sean @y p dos vectores en R? diferentes de cero y 8 el angulo
mads pequeno que se forma entre ellos, entonces:

5

a-b
c0sl) = ————=—
lal - o]
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> l‘)’
6 = cos™ <%)
il - [|p]

Sid=k-b y k > 0, es decir, son multiplos escalares (paralelos) y con
la misma direccién, entonces 6 = 0°. Verifiquelo con un ejemplo.
Sia=k-b y k < 0, es decir, son multiplos escalares (paralelos) y con
direccién opuesta, entonces 6 = 180°. Verifiquelo con un ejemplo
Sid-b > 0 el dngulo que forman los vectores es agudo (menor a 90°).
Verifiquelo con un ejemplo.

Sid-b <0 el éngulo que forman los vectores es obtuso (entre 90° y
180°). Verifiquelo con un ejemplo.

Sig-b =0 el angulo que forman los vectores es igual a 90° es decir,
los vectores son perpendiculares. Verifiquelo con un ejemplo.

O bien,

donde 0 <0 <180

Ejercicio 3.13

Calcule el angulo que forman los vectores con coordenadas
d=(-23)yb=(—4-1).

SoLucIioN

Sustituyamos valores en nuestra ecuacién:

0 = cos™ (_)a—b_))
it~ o]

6 = cos™ ((_2'3) (4 _1))
V13 -v17

6 = cos? (L)
V221
6 =70,35°
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Vemos que efectivamente hemos llegado al mismo resultado
y con un procedimiento mucho mds simple. En adelante, cuando
tengamos que calcular el dngulo entre dos vectores lo haremos de
esta manera.

ProBLEMA 3.9

El espacio para una feria agroecoldgica se ha delimitado por los
puntos 0(0,0), A(4,14), B(20,2) y €(24,16). Determine:

a. Elangulo entre los dos vectores 04 y OB

b. El drea con la que contard la feria agroecoldgica.

c. Se ha colocado un poste en el punto O y otro a la misma
altura en el punto ¢ para hacer el sistema de iluminacién con
un cable duplex que una los postes. Determine la longitud
del cable con un excedente del 20 %.

SorucioN

a. Graficando los puntos 0,4, B y C resulta la figura 3.34 don-
de 0 es el dngulo entre los vectores 04 y OB,y podemos
calcularlo por medio de la ecuacién:

6 = cos? <M>
[[oA]| - [loB]|

Al sustituir los valores resulta:

8 = cost < (@14) (20.2) ) = cos? (L> = 68,34
\/(4)2 F(14)? + \/(20)2 +(2)2 14,56 - 20,10 ’

198



VECTORES EN R? v R3

Figura 3.35
Representacién grdfica de los vectores 0,A,B y C

o N

b. Eldrea con la que contard la feria agroecoldgica esta repre-
sentada de acuerdo con la figura 3.35 por un paralelogramo,
esta figura geométrica la dividiremos en dos tridngulos con
la diagonal que va desde A hasta B. Lo que haremos sera
calcular el drea del triangulo 440B y luego lo multiplicare-
mos por dos para encontrar el drea para la feria.

Para calcular el drea del tridngulo 440B es necesario determinar
su altura h utilizando razones trigonométricas:

h

sen () = ——
[[oA]l

Donde h es la altura del tridngulo 440B. Luego,
h= ||ﬁ|| -sen ()
Sustituyen valores:

h =,/(4)? + (14)? - sen (68,34°) = 13,53
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Es decir, la altura h es de 13,53 m.

Con la altura h ylabase del triangulo 4408 que se corresponde
con ||0B|| podemos calcular su érea con la ecuacion:

_lloB| - n
A="—

Luego,

(20)% 4+ (2)2-13.53
A= >

= 135,97 m?
Finalmente, el drea con la que contara la feria agroecolédgica
sera de:
A =2-13597 = 271,94 m?

c. Para responder a este literal de acuerdo con la figura 3.36
la longitud del cable estd representada por el médulo del
vector 04 + 0B.

Figura 3.36
Representacion grdfica de la longitud del cable vector OA + OB

04+ 08

04

3 oB B
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Por la regla del paralelogramo:
0A + OB = (4,14) + (20,2) = (24,16)

Ahora para calcular el médulo utilizaremos el producto escalar,
es decir:

|07 + OB || = (04 + 0B) - (0 + 08

Al sustituir valores, el médulo resulta:
|04 + 0B|| = V242 + 162 = 28,84

Es decir, la longitud minima del cable es 28,84 m.
La longitud del cable mas el excedente serd:

Longintud del cable = 28,84 + 0,20 - 28,84 = 34,61 m

Hacemos la acotacién de longitud del cable mds excedente,
porque dificilmente este atado a los postes quede completamente ho-
rizontal, solo por efecto de su propio peso flexa y, por ende, se requiere
de mas metros de cable, en este caso hemos considerado un 20 % mas.

Notacioén de vectores en término
de los vectores unitarios iy j

Hasta ahora, hemos denotado nuestros vectores de la forma
d = (x,y)y también mencionamos que algunos textos suelen escribir-
los como un vector columna de la forma g = (7). Vamos a ver ahora
una nueva notacién en términos de los vectores unitarios { = (1,0) y

j=1(00,1).

Sea el vector con coordenadas d = (x, y), lo podemos ubicar de
forma genérica sobre el plano cartesiano y descomponerlo en términos
de sus coordenadas como se aprecia en la figura 3.37.
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Figura 3.37
Representacion grdfica descomposicién del vector d
en términos de sus coordenadas

i=(ry)=xi+y)
ui

Cada coordenada x y y determina un vector en la direcciéon de
iy j respectivamente. Si aplicamos la regla de paralelogramo podemos
ver que el vector d es el resultado de sumar los vectores xi y ¥J, es decir,
d = x1 + yj. Facilmente podemos demostrar este resultado:

xi+vyj =x(1,0) + y(0,1)
xi+yj=(x,0) + (0,y)
xt+yj=(xy)

xi+yj=d

A partir de lo mencionado arriba, en adelante serd comun es-
cribir los vectores utilizando esta notacion. Veamos algunos ejemplos:

Escribiremos @ =21 + 3j en lugar de d@ = (2,3)
Escribiremos b = - 2i +J en lugar de b=(-21)

202



VECTORES EN R? ¥ R?

Escribiremos ¢ = —2j en lugar de ¢ = (0, —2). Note que en este vector no
aparece el vector unitario { por lo cual asumimos que la coordenada en x
del vector es nula, lo mismo ocurre cuando no aparece el vector unitario J.
Escribiremos d = —8i-3} en lugar de d=(-8-3)

Veamos un ejercicio de operaciones con vectores utilizando
esta notacion.

Ejercicio 3.14

Sean los vectores d = 51+ 4f, b = i + j y € = —5§. Calcule:
a. 2d-b
b. a-¢
c. Elé4ngulo 6 que forman los vectores b y &
SOLUCION
o 2a-b=2-(5t+4D-(1+))
2a-b = (101 + 8))-(i + /)
2a-b = 9 + 7j
b @- =( i+4)) - (-5)
G@-¢=5-0+4-(-5)
a-c¢=-20

c. Para calcular el éngulo 8 que forman los vectores By ¢

6 = cos™ (ﬁ—i)
121} -Hetl

N <(i+}) - (-5}))
VZ 7z

0 = cost (—5)
5.2
6 = 135°
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Otras aplicaciones de los vectores en R*

Antes de estudiar otras aplicaciones de los vectores en R?, veamos
otra forma muy usada en problemas fisicos de representar los vectores.

Cuando representamos un vector en términos de sus coordena-
das xy y decimos que esta escrito en coordenadas rectangulares. Pero,
existe otra forma de representar un vector en términos de su médulo
y direccién escribiéndolo en coordenadas polares.

Coordenadas rectangulares Coordenadas Polares

G =xi+yjobiend=(x) = (|dll,0)

Es decir, en algunos problemas podrian definirnos una magni-
tud vectorial con su mddulo y direcciéon (coordenadas polares). Por
lo tanto, veamos cémo podemos hallar las coordenadas rectangulares
a partir de las polares.

Digamos que tenemos un vector d@ = xi + yj como se muestra
en la figura 3.38.

Figura 3.38
Representacion grdfica del vector @ = xi + yj

:r;+y3n'

=11
Il

lll
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Vemos que el vector d forma un tridngulo rectingulo donde
podemos aplicar las razones trigonométricas del seno y del coseno:

2
Il

X
cos(0) = TETR4 sen(8) =
donde xy y son las coordenadas rectangulares del vector d, por lo tanto:

{x = |lallcos (8)
y = |lallsen (6)

Ejercicio 3.15

Determine las coordenadas rectangulares del vector d que tiene
5 unidades de longitud en la direccién N25°0.

SOLUCION
La figura 3.39 nos muestra el cuadrante donde se encuentra

el vector d

Figura 3.39
Representacion grdfica del vector d

A
A
\

N25°0

|la]l =5
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Al ubicar la direccién N25°0 en el plano cartesiano podemos
ver facilmente que el dngulo @ que forma el vector con la horizontal
viene dado por:

6 =90° + 25°
6 =115°

Ademds, nos dicen que ll@ll =5 . Por lo tanto,

{x =5-cos (115°)
y =5-sen (115°)

{x =-2,11
y = 4,53

Por lo tanto,
d=-2,11i+4,53j

Dejamos como tarea al lector calcular el médulo y direccién
de este vector y verificar que efectivamente coinciden con los propor-
cionados en el problema.

Vector desplazamiento

El desplazamiento es una magnitud vectorial que representa
el cambio de posicién de una particula definido por la magnitud y
direccién con la que cambia en un instante especifico. Si un cerdo sale
de su corral y luego de correr por toda la granja durante 20 minutos
regresa a su corral, diremos que no hubo desplazamiento, porque el
punto de partida coincide con el de llegada. Si el cerdo, termina en el
gallinero, entonces el vector desplazamiento sera aquel que tenga como
origen el corral y como extremo el gallinero. Note que la trayectoria
no siempre es igual al desplazamiento ;Por qué?
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ProsLEMA 3.10

Un camién cargado con hortalizas parte todos los miércoles
desde San Luis de Guachald hasta la feria agroecoldgica en el parque El
Yaznan. Inicialmente hace un recorrido de 3 km al Sur, luego se desvia
5 km al Este y finalmente transita 4.3 km en direccién Norte. Deter-
mine la magnitud y direccién del desplazamiento total del camién.

SOLUCION
La figura 3.40 muestra el recorrido del camién sobre el plano
cartesiano tomando como origen su punto de partida.

Figura 3.40
Representacion grdfica del recorrido del camion

i

s,
R ol 0 s

b

. -
Para hallar las coordenadas del desplazamiento total 7" encon-
traremos las coordenadas de cada uno de los desplazamientos que
realiz6 el camion y luego los sumaremos.

El vector d representard el desplazamiento de 3 km al Sur, es
decir, este vector tiene una direccién de 270°y sus coordenadas rec-
tangulares vienen dadas por:
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a=a,i+ a,f

a, =3-cos (270°) =0
a, = 3-sen(270°) = -3

d=0i —3j
d=-3f

El vector b representard el desplazamiento de 5 km al Este,
direccién de 0°, sus coordenadas rectangulares seran:

b=b,i+ b,j
b, =5-cos(0%) =5
b, = 3-sen(0°) =0
b =5i+ 0f

El vector ¢ representard el desplazamiento de 4,3 km al Norte,
direccion de 90°, y sus coordenadas rectangulares seran:

C=ci+ ¢
{ ¢, =4,3-c0s90° =0
¢y = 4,3-5en90° = 4,3
¢=00+ 4,3
¢=43j

Procedemos a calcular el desplazamiento total 7 con la suma
de vectores d, by C:

F=d+b+¢
7= (01 —3j) + (51 + 0)) + (0i + 4,3))
7=50+13]

Ahora para calcular la magnitud del desplazamiento total cal-
culamos el médulo de 7.
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I7Il = /(rx)2 + (1y)?
17l = /(5)% + (1,3)? = 5,16

Es decir, la magnitud del desplazamiento total del camién fue
de 5,16 km.

La direccién del vector desplazamiento es:

T,
6 =tant |[=
Tx
1,3
6 = tan™? ?| = 14,57°

Como el vector estd en el primer cuadrante entonces decimos
que la direccién del desplazamiento fue de 14,57°.

La figura 3.41 muestra la representacion grafica del desplaza-
miento total del camién:

Figura 3.41
Representacién grdfica del vector desplazamiento del camién

N

|17l = 5,16

L]

o] Ola §=1457" £
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ProsLEMA 3.11

Desde la granja El Yagual sale un camién cargado con vacas
hacia la granja La Cordillera; el recorrido inicialmente es de 6 km
en direccion E 30° N, luego se desvia 6 km al Sur, finalmente transita
6,25 km en direccién al Este. Determine la magnitud y direccion del
vector desplazamiento total.

SoLucioN

Para encontrar las coordenadas del vector desplazamiento total
debemos sumar los vectores @, b y ¢ que se muestran en la figura 3.42.

Figura 3.42 .
Representacion grdfica de los vectores @by ¢

la] =6  E30°N
e
o
g
i
30° b E
il
%IIN
5'
¢ | e o
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El vector d representa el recorrido de 6 km en direccién E 30° N
con las siguientes coordenadas:
d=a,i+a,j
a, = 6-cos(30°) = 5,20
a, = 6-sen(30°) =3
@ = 5,200+ 3f
El vector b representa el recorrido de 6 km al Sur, sus coorde-

nadas serdn:

-

b = byt +b,j
b, = 6-c0s(270%°) =0
b, = 6-sen(270°) = —6
b = 0i-6f
El vector C representa el recorrido de 6,25 km al Este y sus
coordenadas seran:
C=ci+c,f
¢, = 6,25 cos(0°) = 6,25
¢, = 6,25-sen(0°) =0
¢ = 6,25( + 0]
Calculemos el vector desplazamiento total 7 como la suma de
vectores d+b+¢:
F=d+b+¢
0i-6§) + (6,25 + 0f)
7 = 11,450-3f

it
Il
\
wu
[\®]
o
=
+
w
~>
p—
+
~
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Hallemos el médulo de vector resultante para determinar la
distancia recorrida por el camién:

7l = /(Tx)z +(1)?

I7ll = /(11,45)% + (=3)% = 11,83

Es decir, el desplazamiento del camién desde la granja El Yagual
hasta la granja La Cordillera fue de 11,83 km.

Para hallar direccién del vector desplazamiento tomemos en
cuenta que estd ubicado en el cuarto cuadrante segin sus coordenadas.
Por lo tanto, la direccién sera:

0 =360°—«
donde
T,
a=tan?t|=
rx
Luego,
a=tan? —3| = 14,68°
11,45 ’

Por lo tanto,
6 = 360° — 14,68° = 345,32°

Es decir, la direccién del vector desplazamiento total es de 345,32°
o bien podemos escribir -14,68° tal como lo muestra la figura 3.43.
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Figura 3.43
Representacién grdfica de la direccién del vector desplazamiento
N
| =6 E30'N
an B E
14,68
=
s
Leyes de Newton

Isaac Newton fue un fisico, matemdtico y astrénomo inglés
que vivio entre el siglo XVIy XVII (1642-1727) y es muy reconocido
principalmente por fundamentar los principios bésicos de las leyes
de la mecanica clasica publicados en su obra Principios matemdticos
de la filosofia natural (1687). En esta obra establece tres leyes funda-
mentales: la ley de inercia (o del equilibrio), la ley de la dindmica y la
ley de accién y reaccién, también conocidas como primera, segunda
y tercera ley de Newton, respectivamente. Recordemos que la fuerza,
la aceleracion y la velocidad son magnitudes vectoriales, mientras la
masa y el tiempo son magnitudes escalares.

Para resolver problemas relacionados con las leyes de Newton
vamos a definir algunos términos importantes:
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Gravedad (g ): es la aceleracion con la que los cuerpos son
atraidos al suelo. En la tierra el vector gravedad es § = — 9,87 sﬂz
y sumoédulo es 9,8 %, aproximadamente.

Fuerza (F) : es una magnitud vectorial que mide la inten-
sidad de la cantidad de movimiento de un cuerpo. Existen
diferentes tipos de fuerzas.

Newton (N): es una unidad de medida para la fuerza y repre-
senta la fuerza que debe aplicarse a un cuerpo de 1 kilogramo
de masa para que obtenga una aceleracién de 1 metro por
segundo Suadrado, esdecir, 1N =1kg- ;n—z

Tension (T) : es una fuerza tracciéon (no comprime, solo jala)
ejercida por una cuerda, un hilo, una cadena o un cable.
Fuerza de tension actuante: es una fuerza de estiramiento que
se genera en el elemento producto de las fuerzas externas
que actdan en el sistema.

Fuerza de tension mdxima actuante: es la fuerza mas desfavo-
rable (la de mayor magnitud) que se genera en los elementos
de un sistema productor de las fuerzas externas.

Fuerza de tension admisible: es la fuerza de tensién méxima
que puede soportar un elemento, antes que alcance una
situacién critica.

Peso (P) : es la fuerza con la que un planeta atrae a los cuer-
pos a su centro y depende de la masa y de la gravedad del
planeta, es decir, P=m-g.

Fuerza normal (N): es la fuerza que ejerce una superficie
sobre cualquier objeto que repose sobre ella y tiene el mismo
modulo, pero con direccidon opuesta al peso del objeto, es
decir, N = -P.

Fuerza de rozamiento (o friccién) (E.): esta fuerza aparece
cuando hay contacto entre dos cuerpos, siempre es contraria
al movimiento y su médulo es directamente proporcional
a la fuerza normal, es decir, ||E.|| = - |N|j, donde Lt es el co-
eficiente de rozamiento de la superficie.
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+  Diagrama de Cuerpo Libre (DCL): es un diagrama que re-
presenta las fuerzas (vectores) que acttian sobre un cuerpo
libre tomandose algin punto de referencia.

La primera ley de Newton establece que todo cuerpo mantiene
su velocidad constante (o en reposo) a menos que una fuerza externa
acttie sobre ella. Como consecuencia, un cuerpo estard en equilibrio
cuando la suma de todas las fuerzas (fuerza neta) que acttian sobre él
sea nula, esto se escribe asi:

Z F=0

Donde X F representa la suma vectorial de todas las fuerzas
que acttan sobre el cuerpo y sus unidades en el sistema internacional
son medidas en Newton.

En términos de sus coordenadas escribimos:
Z F, i+ Z F,j=0
Por lo tanto,

ZFxf=Oi Zij=0j

o bien sus coordenadas deben ser ceros.

Ejercicro 3.16

Considere la figura 3.44 donde se representa un sistema en
equilibrio formado por tres cuerdas A, B y C sosteniendo un anillo
con un peso de médulo 1200 N. Determine el mddulo de las tensiones
de las tres cuerdas y la forma vectorial de cada tension.
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Figura 3.44
Representacién grdfica del sistema conformado por las cuerdas A, B y C

P

= 1200N

SorucioN

a. Como el sistema estd en equilibrio, podemos aplicar la pri-
mera Ley de Newton que establece que:

Y-

y para que esto suceda la sumatoria de las fuerzas en cada eje también
deben ser nulas, es decir:

Lo que significa que la sumatoria de las coordenadas de las
fuerzas en cada eje debe ser cero.
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ZFX=0 ZFy=0

Para analizar las coordenadas de las fuerzas que estdn actuando
sobre el sistema dibujamos un diagrama de cuerpo libre centrado en el
punto que tienen en comun las tres cuerdas (figura 3.45) y dibujaremos
cada tension en términos de los vectores unitarios { y j.

Figura 3.45
Representacion grdfica del diagrama de cuerpo libre

C) Hﬁ” — 1200N

Donde:

Ty, 1: Componente vectorial del vector tension en el cable B en direccién
al vector unitario 1.

Ty, Jj: Componente vectorial del vector tensién en el cable B en direcciéon
al vector unitario j.

T,, i : Componente vectorial del vector tension en el cable A en direccién
al vector unitario -{.
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T,,j : Componente vectorial del vector tensién en el cable A en direccién
al vector unitario j.

T,=P=- ,j: Es el vector peso en direccién en direccién al vector unitario
-j y es igual a la tension de la cuerda C.

Analicemos las coordenadas de las fuerzas que actdan en el eje x:

Sabemos que:

Zaizm

Y para esto es necesario que la suma de sus coordenadas sea

¥i-

Ty, +T5, =0

cero, es decir:

Por lo tanto,

TA = TBx

X
Usando las coordenadas polares de los vectores tenemos que:
Ty, = ||Tall - cos(40°)
Ts, = ||T5|| - cos(60°)
Asi,

(74|l - cos(40°) = |[T, || - cos(60°)

— —, c0s(60°)
I7all = II7s " Cos (40°)
Por lo tanto,
||ﬁ|| =0,653" ||T,;|| (1)
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Analicemos ahora las coordenadas de las fuerzas que actiian
sobre el eje .

En primer lugar, centremos nuestra atencién en la cuerda €. Como
podemos ver en el diagrama de cuerpo libre la tension de la cuerda ¢
se genera por el peso que cuelga de ella, implicando que sean iguales.
Ademds, vemos que el peso es un vector que va en la direccion del eje y
negativo, asi que:

—

T, =P =-PB,}j

Como el médulo del peso es de 1200 N tenemos que:

P = —1200j
Por lo tanto,

T, = —1200j
Y su médulo es:

721 = 1200

Por otro lado, la primera ley de Newton nos dice que:
Y Ej=0j
Ty, J+Tg, ] + Tc=0]

Esto implica que la suma de las coordenadas de estos vectores
sea cero, es decir:

T, +T,-1200 = 0
En funcién de las coordenadas polares tenemos:
Ty, = ||T4]| - sen(40°)

TBy = ||ﬁ|| - sen(60°)
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Sustituyendo tenemos:
(74|l - sen(40°) + ||| - sen(60°) — 1200 = 0
IT4|| - sen(40°) + ||T5 || - sen(60°) = 1200

— _ 1200 75| - sen(60°)

I7all = sen(40°)
(74|l = 1866,869 — 1,347 « || Tg | v vvs vos vov o e o 2)

De la ecuacion (1) sabemos que ||T,|| = 0,653 - ||T5 || por lo tanto
al igualarla con la ecuacién (2) resulta:

0,653 - ||T5|| = 1866,869 — 1,347 - [T ||
0,653 - ||T, || + 1,347 - | T, || = 1866,869

2|75 || = 1866,869

Tl = 1866,869
Bll = T
(75 || = 933,435

Reemplazando este valor en las ecuaciones (1) o (2) podemos
encontrar el médulo de la tension de la cuerda B. Reemplacemos en
la ecuacién (1):

;|| = 0,653 - 933,435
IT,]| = 609,533
Asi podemos dar repuesta a nuestro problema:

El médulo de la tension de la cuerda A es de 609,533 N for-
mando un dangulo con la horizontal de 180° — 40° = 140°, luego sus
coordenadas rectangulares son:

T,, = 609,533 - cos(140°)
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T, = —466,929
Tp, = 609,533 - sen(140°)
Ty, = 391,800

Es decir,
T, = —466,9291 + 391,800]

El mddulo de la tensidn de la cuerda B es de 933,435 N for-
mando un dngulo con la horizontal de 60°, luego sus coordenadas
rectangulares son:

Ty, = 933,435 - cos(60)
Ty, = 466,718

Ty, = 933,435 - sen(60°)
Ty, = 808,378

Es decir,
T, = 466,718 + 808,378

Finalmente, el médulo de la tensién de la cuerda C es de 1200 N
formando un dngulo con la horizontal de -90°, luego sus coordenadas
rectangulares son:

T¢, = 1200 - cos(—90)
TCX = 0
Tg,, = 1200 - sen(—90°)
Te, = —1200
Es decir,

T, = 0i-1200;
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ProBLEMA 3.12

Una vaca de 400 kg cuelga sobre tres cuerdas, la cuerda 4 que
estd completamente vertical, la B y ¢ forman un dngulo de 25°y 60°
con la horizontal respectivamente. La figura 3.46 ilustra el sistema.

Determine:

a. El mddulo de las tensiones en las cuerdas 4,B y C.

b. Si de acuerdo con el fabricante la fuerza de tensiéon admi-
sible en los cables es de 4000 N, determine si el sistema se
mantiene o no en equilibrio.

Figura 3.46
Representacion grdfica de la vaca colgando sobre las tres cuerdas

SoLucioN

Procedemos a realizar un diagrama de cuerpo libre (DCL), tal
como se muestra en la figura 3.47
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Figura 3.47
Representacion grdfica del diagrama de cuerpo del sistema

Tay)
T, b Ty j _
60° 250 ®
— Ty, 1 Tgof g

Donde:

T, : Componente vectorial del vector tensidon en el cable B en direccién
al vector unitario {.

Ty,j : Componente vectorial del vector tension en el cable B en direccién
al vector unitario j.

T,.{ : Componente vectorial del vector tensién en el cable A en direccién
al vector unitario -i.

T,,j : Componente vectorial del vector tension en el cable A en direccién
al vector unitario j.

T.=P=-— ,J: Es el vector peso en direccién en direccién al vector unitario
-j y es igual a la tension de la cuerda C.

a. Para calcular las tensiones en los cables el sistema debe estar
en equilibrio, es decir:

Y=o

Por lo tanto,

!
~>
I
o
~>
N
—~>
I
o
>

Entonces:

]
Ao
I
o
g
o
I
o
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Las fuerzas que acttian en direccién al eje x son:

Usando las coordenadas polares de los vectores tenemos que:
Ty, = ||Tal| - cos(60°)
Ts, = ||T5|| - cos(25°)

Asi,

||FA)|| - cos(60°) = ||T_B)|| * cos(25°)

=1l cos(25°)
771 = 1) - S
Por lo tanto,
||f;|| =1,81- ||TT_J|| (1)

Ahora las fuerzas que actian en direccién al eje y son:

La tension en la cuerda C, se genera por el peso de la vaca que
cuelga, lo que implica que son iguales, pero el peso es un vector que
va en la direccion del eje y negativo, asi que:

—

To=P=-Pj

Como el médulo del peso es el producto de la masa de vaca
por la aceleracién de gravedad al sustituir valores:

||P|| = 400 kg - 9,81m/s? = 3924 N
Entonces,

P = —3924j
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Por lo tanto,

T, = —3924j
Y su mddulo es:
7 = 3924

Aplicando, la primera ley de Newton

Zij=0j

Es decir:
Tij+TByj + FC) =0j
Por lo tanto,
T,, +7Tp,3924 =0
En funcién de las coordenadas polares tenemos:
TAy = ||ﬁ|| - sen(60°)
Ty, = ||ﬁ|| - sen(25°)
Sustituyendo valores:
(74|l - sen(60°) + ||T]| - sen(25°) — 3924 = 0

3924 — ||T, || - sen(25°)

”TA” = Sen(60°)
72| = 4531,04 — 0,49 - || T || o v oo v e 2)

Igualando las ecuaciones (1) y (2) resulta:

1,81 - ||T,|| = 4531,04 — 0,49 - ||T5|
2,30 ||T5|| = 4531,04

75| = 1970,01 N
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Reemplazando este valor en las ecuaciones (1) o (2) podemos
encontrar el médulo de la tensién de la cuerda B. Reemplacemos en
la ecuacion (2):

(7.|| = 4531,04 — 0,49 - 1970,01
|T;|| = 3565,73 N

Es decir, el médulo de las tensiones en las cuerdas es:
(7.l = 356573 N ||T,|| = 1970,01 N v |Tc|| = 3924 N

b. Para responder a este literal debemos comparar la fuerza de
tension actuante en los cables producto del peso de la vaca
y la fuerza de tensién admisible, es decir:

El médulo de la fuerza de tension maxima actuante producto
del peso de la vaca en los cables es de ||7£|| = 3924 N, como esta fuerza
es menor a la fuerza de tensién mdaxima resistente de los cables, es
decir, 4000 N, el sistema se mantiene en equilibrio.

La segunda ley de Newton establece que la aceleracion de un
cuerpo es directamente proporcional a la fuerza neta que acttia sobre
él, e inversamente proporcional al valor de su masa. Algebraicamente
esta ley se enuncia asi:

F=m-a

Donde:

F: Esla fuerza neta que actda sobre el cuerpo, expresada en el sistema inter-
nacional en Newton (N)

d: Es el vector aceleracion, expresada en m/s?

m: Es la masa de cuerpo, en (kg)

Ejercicio 3.17

Un cuerpo de 10 kg descansa sobre una mesa. Este cuerpo se
une a otro de 6 kg con una cuerda que pasa por una polea sin friccién
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tal como se muestra en la figura 3.48. Determine el vector aceleracion
de los cuerpos y el médulo de la tension de la cuerda suponiendo que
el coeficiente de rozamiento de la mesa es de 0,2.

Figura 3.48
Representacion de los cuerpos

my = 10kg

my = 6kg

SoLucioN

En primer lugar, realizaremos un diagrama de cuerpo libre
sobre cada uno de los cuerpos que tenemos en el sistema para iden-
tificar las fuerzas que acttian sobre ellos. El diagrama puede verse en
la figura 3.49.

Figura 3.49
Representacién del diagrama de cuerpo libre de cada cuerpo

N

my = 10kg
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: Es la fuerza normal de la mesa sobre el cuerpo uno.

: Es la fuerza de fricciéon que ejerce la mesa sobre el cuerpo.
: Es la tension de la cuerda sobre ambos cuerpos.

: Es el peso del cuerpo uno.

: Es el peso del cuerpo dos.

Fl =)

o3l

1

l

2

En segundo lugar, vamos a calcular el peso de cada uno de los
cuerpos, para ello recordemos que:

-

P=m-§ §G=-98}

Luego,
Pp=m-g
P/ =10-(-98)]
P =-98]
Por lo tanto,
IP]| = 98
Del mismo modo,
P, =m, g
P,=6-(—98)]
P,=-588]
I7;]| = 58,8

Ahora calculemos la fuerza de rozamiento que ejerce la mesa
sobre el cuerpo uno. Como lo mencionamos antes, sabemos que:
- —
IEN = - IV

donde el vector N es la fuerza normal de la mesa que es opuesta e
igual en médulo al vector peso, es decir,

— -

N=-P
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Y u es el coeficiente de rozamiento de la mesa que en este caso
es de 0,2. Por lo tanto tenemos que:

W=
N=-(-98)]
N=98j
IN]| = 98
Luego,
]l =02-98
I ]l = 196

Como el vector E es contrario al movimiento del cuer-
po, entonces:

E. =—19,61

Con la informacién que tenemos al momento, procedemos a
aplicar la segunda ley de Newton, que nos dice que la fuerza neta que
actuia sobre cada cuerpo serd directamente proporcional a la acele-
racion del sistema.

Cuerpo que estd sobre la mesa

Como este cuerpo no se mueve hacia arriba ni hacia abajo, en-
tonces la fuerza neta en el eje y es nula. Por lo tanto, solo considerare-
mos la fuerza neta que actda sobre el cuerpo a lo largo del eje x. Luego:

> —

E+Ti=my d) oo (1)

Cuerpo que estd colgando

En este caso, el cuerpo no se mueve de manera horizontal, por
lo que solo tomaremos en cuenta el movimiento vertical, luego:
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F2)+?)2 :mz'az ..............(2)

En la cuerda actian dos tensiones que por simplicidad se asu-
men de masa despreciable e inextensibles (no pueden deformarse)
implicando que en todos sus puntos su médulo se idéntico, es decir:

7] =720l = 7

Luego,

Por otro lado, el vector aceleracion de cada cuerpo es diferente
pero el médulo es el mismo para todo el sistema, es decir:

lla Il = lld,ll = a
Luego,
d, = atl
d, = aj

Reemplazando las coordenadas de los vectores en las ecuaciones
(1) y (2) resulta:

19,61+ Ti=10-atl
T}-5887=6-aj
Sumando las coordenadas en cada ecuacion:

(-196+ T)i=10-ai
(T-588)j=6-aj

Igualando las coordenadas en cada ecuacién resulta:

196+ T =10a oo (3)
T-588=6"a..o..(4)
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Si restamos estas dos ecuaciones:

392 =16-a
392
“= 6
a=245

Con el valor de a podemos encontrar el valor de T reemplazando
en cualquiera de las dos ecuaciones (3) y (4). Reemplacemos en (4):

T =6-2,45+ 58,8
T =735

Asi, ya podemos responder a la pregunta del ejercicio:

El vector aceleracién del cuerpo 1 es:

m
s2

C_il == 2,45 i
El vector aceleracién del cuerpo 2 es:

- A mMm

a, = 2,45] =
El médulo de la tensién de la cuerda es:

7]l = |IT2]| = 735N

ProsLEMA 3.13

Por medio de un motor y un cable se necesita movilizar sobre
un plano horizontal, tal como se muestra en la figura 3.50, un caba-
llo de 480 kg con una aceleracion de 1,5 m/s?. Si la fuerza de tensién
admisible en el cable es igual a 1000 Newton y el coeficiente de ro-
zamiento es 4 = 0,5, determine el mddulo de la fuerza de tension en
el cable, compare el resultado con la fuerza de tensién permisible del
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cable e indique si con la ayuda del motor es capaz o no de arrastrar
el caballo sobre la superficie.

Figura 3.50
Representacion del motor, cable y plano horizontal

m=480k S m Motor eléctrico
9 a= 1,5 S_2
B3 (©)
=205
SoLucIoN

a. Para responder a este literal debemos primero realizar un
DCL como se muestra en la figura 3.51.

Figura 3.51
Representacion del diagrama de cuerpo libre del sistema

N
T;
P
Donde:
F: Es la fuerza de friccion entre el caballo y la superficie
p: Es el peso del caballo.
¥: Es la fuerza normal de la superficie sobre el caballo.
ai: Es el vector aceleracion del sistema en direccién al vector unitario 1.
T

: Es la tension del cable.

Primeramente, calcularemos el peso del caballo, es decir:
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-

P=m-g gG=-98j
Sustituyendo valores

P=480-(-98)]
P = —4704j

Y su médulo,
|P|| = 4704 N

Ahora, la fuerza de friccion ente los cuerpos es:
IE | = o~ [I]]

N, es la fuerza normal que ejerce la superficie sobre el caballo
y esta es opuesta e igual en médulo al vector peso, es decir:

N =-P
Sustituyendo valores

N = —(—4704)j
N = 4704f
[N|| = 4704

Ahora, la fuerza de friccién es:

£l = 0,5 - 14704]]
|E|| = 2352 N

Como F,, es contrario al movimiento, entonces:
F. = —23521

Ahora, aplicando la segunda ley de Newton, es decir:
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g 3
F=m-a

Como el caballo no tiene movimiento hacia arriba ni hacia
abajo, entonces la fuerza neta en direccion al eje ¥ se anula. Por lo
tanto, solo consideraremos la fuerza neta que actda sobre el cuerpo a
lo largo del eje *. Luego:

De esta ecuacion d = 1,51
Sustituyendo valores

—2352{ 4+ T,i = (480 - 1,5)]
T.i = (2352 4 720)1
T,i = 3072¢
7|l = 3072 N

Es decir, el médulo de la fuerza de tensién en el cable es 3072 N

b. Para responder a este literal debemos comparar la fuerza
de tensién actuante en el cable 3074,4 (N), con la fuerza de
tensiéon admisible en el cable 1000 (N), como en este caso la
fuerza de tension actuante es mayor que la fuerza de tensién
admisible, el cable con la ayuda del motor no es capaz de
arrastrar al caballo.

Finalmente, la tercera ley de Newton establece que, cuando
dos cuerpos interactian entre si, el médulo de la fuerza que ejerce el
primero sobre el segundo es igual al que ejerce el segundo sobre el
primero, pero sus direcciones son opuestas. Esto se escribe asi:

Fyp = -Fga
Donde:

Fyp: Es la fuerza que ejerce el cuerpo A sobre el B
Fz,: Es la fuerza que ejerce el cuerpo B sobre el A
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Ejercicio 3.18

Un auto de 700 kg golpea a un tractor con una fuerza de 850 N
(figura 3.52). Si la masa del tractor es de 1800 kg, calcular: a) el vector
fuerza que experimenta el tractor de parte del auto y su médulo. b) el
modulo de la aceleracién que sufren ambos vehiculos.

SoLucioN

Para resolver este problema ignoraremos la fuerza de friccién
que ejerce el suelo sobre los vehiculos. Con esta consideracion reali-
cemos un diagrama que ilustre la situacién:

Figura 3.52
Representacion del sistema auto tractor

m, = 1800kg. my, = 700kg.

Iz =2

a. Para responder a esta pregunta debemos notar que la fuerza
que ejercio el auto sobre el tractor estd en la direccion del vec-
tor unitario -f y su mddulo es de 850 N, es decir, F; = —8501.
Por lo tanto, al aplicar la tercera ley de Newton vemos que:

F, =8501
y sumédulo es igual al médulo de F,, es decir, ||Fl|| =850 N
b. Para conocer la aceleracién que experimenta cada vehiculo

aplicamos la segunda ley de Newton, que nos indica que

-

F=m-d> esdecir:d == - F, en consecuencia:
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1y A
all =
m
Esto nos indica que para conocer el médulo de la aceleracion
de cada vehiculo solo debemos dividir el médulo de la fuerza ejercida
por cada uno entre su masa, luego:

o IF
my
il = 229
4l =00
llaill = 1,214
Del mismo modo,
. F,
llazll = M
2
)l = 220
%Il = 71800
llazll = 0,472

. ., m
Asi, el auto experimenta una aceleraciéon de 1,214 = y el tractor

S
de 04725
S
ProBLEMA 3.14

Un trabajador agricola de 80 kg moviliza diariamente desde la
parcela al drea de bodega una caja que en su interior contiene 50 kg
de hortalizas con una fuerza de 280 N (figura 3.53) determine: a) el
modulo de la fuerza que experimenta la caja de parte del trabajador
agricola, b) la aceleracién que experimenta la caja.
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Figura 3.53
Representacion grdfica del enunciado del problema

_____________ y. my; =80 kg
="
m, =50 kg

SoLucIoN

a. Observe que ||F; || =280 N que ejercié el trabajador agricola
sobre la caja estd en direccion al vector unitario -i, es decir,
F, = =280 1, por el principio de accién y reaccién (tercera
ley de Newton) sabemos que:

F, =280
y sumédulo es ||F;|| = 280 N

b. Para hallar la aceleracién de la caja aplicamos la segunda
ley de Newton, es decir, F = m - d, en consecuencia, la ace-
leracion sera:

o IF
llall = M
m
Sustituyendo valores
. 280
llazll = TS0
lla;ll = 5,6

Por lo tanto, la aceleracion que experimenta la caja es de 5,6 m/s?
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Vectores en R?

La mayoria de los conceptos que hemos trabajado hasta el momento
en R? pueden extenderse sin mayor dificultad a R’. Por ello, iremos am-
pliando las ideas que traemos de R?*a R® sin mucho detalle. En principio,
los conceptos de vectores libres, de posicion, unitarios y vectores equi-
polentes se entienden de la misma forma que en R? (Gigena et al., 2020).

Los vectores en R® pueden representarse de una forma similar
alos de R?, pero agregando una tercera coordenada.

Sea un vector libre AB en R donde A(x1, y1,2;) y B(x2,¥2,22),
las coordenadas de AB se definen como:

C(x2-%1, Y2-Y1, Z2°21)

. —_—

Al igual que en R? las coordenadas de un vector AB en R’
representan el extremo del vector de posiciéon equipolente a él, este
vector de posicién puede representarse como:

C = (X37X1,Y2-Y1,Z2°%1)
O bien forma de matriz columna como:

X=Xy
5
c=\|Y2-01

Zy-Zq

En R’ existen tres vectores unitarios que también son muy utili-
zados para representar un vector en el espacio (Tejada y Guzmén, 2018)

t=(1,0,0)%]=(0,1,0)y k = (0,0,1)

De esta manera, cualquier vector en tres dimensiones puede
expresarse en términos de los vectores unitarios ,j y k. Luego:

Si tenemos un vector de posicion d = (x, y, z) podemos escribir
d=xi+yj+zk.
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Es importante familiarizarnos con todas las notaciones de vectores
Dado un vector de posicion en R? es posible calcular su médulo:
Sea d = xi + yj + zk, entonces lldll = /x% + y? + z2

En la figura 3.54 podemos observar una representacion gréfica
del vector d

Figura 3.54
Representacion grdfica del vector @ en R’

Ejez

it
7
L

I;'+y§+z£'

e

3 ui

Ejey

=T}
Il

También podemos calcular el médulo de un vector libre en R®.

Sea un vector libre AB con A(x1,¥1,21) 7 B(x2,¥2, 23), su médulo
viene dado por:

”E” = \/(x2'x1)2 + (y2-y1)? + (2,-2,)?
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Observe que para calcular el médulo de un vector libre también
podemos calcular sus coordenadas y luego hallar el médulo del vector
de posicién equipolente a él.

Ejercicio 3.19

Sea el vector libre AB donde A(4,~1,3) y B(—2,~14), determine:

a. El vector de posicién P equipolente a 4B
b. El médulo del vector b
c. Grafique el vector libre AB vy el vector de posicién b.

SorucioN

a. Elvector de posicién b lo podemos encontrar hallando las
coordenadas del vector libre AB . Luego,

R 2-4
b:(-1_<_1>>
4-3
. /6
()
1

b. El médulo del vector p viene dado por:

Bl =yCor T T
|b| =v36+0+1
]| = v37

c. Lafigura 3.55 muestra la representacion grafica de los vec-
tores AB y b.
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Figura 3.55 .
Representacion grdfica de los vectores AB y b

ProBLEMA 3.15

En una finca avicola, se desea instalar el sistema eléctrico, cuyos
extremos estin ubicados en los puntos A(5,2,3) y B(6,15,4). Deter-
mine la cantidad en metros de cable que se requieren para instalar
dicho sistema (considere en todo el problema como unidad de medida
el metro)

SorucioN

La figura 3.56 muestra el trazo de un vector libre que hemos
ubicado con origen en 4 y extremo en B y que representa el sistema
de iluminacién eléctrica, de esta manera el médulo ||AB|| representaré

la longitud de cable.
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Figura 3.56
Representacion grdfica del trazo de un vector libre

“ Ejez

Aplicando la férmula que conocemos para hallar el médulo de
un vector libre resulta:

”ﬁ” = (x)? + (v,-y1)% + (25-2,)?

Sustituyendo los valores

[4B|| = /(6= 5)7 + (15 — 2) + (4 — 3)?
|l4B|| = 13,08

Considerando que, por el efecto de la gravedad, el cable que
une los dos extremos del sistema eléctrico no estard completamente
recto aumentaremos la longitud del vector AB en un 20 %. Luego,

13,08x1,2 = 15,70

Por lo tanto, la cantidad de metros necesarios serd de 15,70 m
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Operaciones con vectores en R’

De manera andloga a R* podemos operar con los vectores en R®.
Para ello, es posible extender a R*las ideas que traemos del producto
de un escalar por un vector, asi como las de suma, resta y producto
escalar de vectores. Ademds, veremos que en R’ se define una nueva
operacion llamada producto vectorial que resultard muy util para
resolver algunos problemas dentro de la actividad agropecuaria. Es-
tudiemos en detalle cada una de estas operaciones apoyados en las
ideas de Castafieda et al. (2020):

Producto de un escalar por un vector en R’

DEFINICION 3.12

Sea un vector en R3 definido por d = xi + yj + zk y un escalar
k € R, se define el producto de un escalar k por el vector d como:

k-d=k-(xi+yj+zk)
k-d=k-xi+k-yj+k-zk

Es decir, el escalar multiplica a cada una de las coordenadas del
vector. Veamos un ejercicio.

Ejercicio 3.20
Sea el vector @ = —21 + 3j + k. Determine:
a. 3-d
b. -2.4d
3

SoLucIoN

a. 3-d=3-(-2i+3/+k)=—60+9j+3k
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La interpretacion grafica de esta operacion es exactamente igual
ala que ya estudiamos en detalle para los vectores en R?donde el escalar
solo modifica el médulo y direccién. Resolvamos el problema 3.16.

ProBLEMA 3.16

En una hacienda existe una cerca con postes y alambre de
puas, cuyos extremos estan representados por los puntos 0(0,0,0)
y B(20,20,1), con unidades de longitud medidas en metros; si por
decision del propietario se desea remodelar la cerca con bloque de
arcilla, pero con el doble de la longitud de la cerca existente, determine,
la longitud de la nueva cerca

Sorucion

La figura 3.57 muestra el trazo del vector que hemos ubicado
con origen en 0 y extremo en B, es decir, el vector 0B que en este
caso es igual al vector de posicion b y que representa la cerca existente.

Figura 3.57
Representacién grdfica del vector OB

“ Ejez
&

. 20
b 20
1

-20 10

Ejex
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Calculemos primero las coordenadas del vector 0B, es decir:

OB =201+ 20j + 1k

Este vector es equipolente al vector de posicién b.

Para hallar la longitud de la nueva cerca debemos multiplicar
el vector de posicién b por dos, es decir:

-

2:b=2-(201 + 20f + 1k

2-b = 401 + 40] + 2k)

La figura 3.58 muestra el trazo del vector de posicién 2 - b, que
representa la nueva cerca.

Figura 3.58 .
Representacion grdfica del vector de posicion 2+ b

-30

-20 10

‘E]ez

) 40
50 2.0 = 40
. 2,

20 30

Eje x

40 50

Ejey

Y su mddulo representa la longitud de la nueva cerca
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|2 b|| = V402 + 402 + 22 = 56,60

Es decir, la longitud de la nueva cerca es de 56,60 m

Suma y resta de vectores en R’
Para sumar y restar vectores seguimos el mismo procedimiento

que aplicamos en R? tanto analitica como graficamente.

DEFINICION 3.13
Sean los vectores con coordenadas d=x;i+y,j+zk y

b = x,1 + v,] + z,k se define la suma de @ y b como:

d+b= (x +x)i+ 1 +y)f + (7 + Zz)f(

Analogamente, se define la resta de los vectores d y b como:

d-b = (x,-%)i + (1-v.)f + (21-2,)k

Es decir, para sumar (o restar) dos vectores en R3, debemos

sumar (o restar) una a una sus coordenadas.

Ejercicio 3.21
Dados los vectores con coordenadas d@ = —3i+2j +3k y

b = -i-3} + k, determine:

a. d+b
b. a-b
SorucioN

a. Este literal nos pide la suma, que resolvemos en detalle a

continuacion:

246



VECTORES EN R? ¥ R?

d+b=(=30+2]+3k) + (-1-3/ + k)
d+b=(-3-1i+2-3)]+@+ Dk
d+b=—4-]+4k
b. Ahora calculemos la resta:
d-b = (-31 + 2j + 3k)-(-i-37 + k)
d-b=(-3-(-1))i+@2-(=3)j+ B -Dk
@-b = —2i+5j + 2k

En R’también se aplican la ley del paralelogramo y del poligono
para sumar (o restar) vectores graficamente. Para estudiar el problema
3.17 veamos dos definiciones importantes:

Anclaje: dispositivo que transmite la fuerza del cable, barra o
perno al concreto, pared, mortero u otro.

Resistencia admisible a tension del anclaje: es la médxima fuerza
de tension que tiene el anclaje para que este no se desprenda del con-
creto, pared, mortero u otro.

ProBLEMA 3.17

En una hacienda sobre una pared (plano xz figura 3.59) se
anclan dos cuerdas, para sujetar una mesa donde se almacenan los
bidones de leche, producto del peso de dicha mesa, y de los bidones de
leche, el médulo del vector tension en los cables AB y AC es de 1500 N
y 2750 N respectivamente, Si el anclaje tiene resistencia admisible a
tensién de 3500 N. Determine:

a. La resultante de la fuerza de tensién que actan en el an-
claje A.

b. Siel anclaje A sale o no de la pared, producto de la tensién
generada por la fuerza resultante sobre éste.
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Figura 3.59
Representacion grdfica del manifiesto del problema
AN
360 mm \/«

J

P&
920 mm

600 mm P

900 mm

Sorucion

a. De la figura 3.59 podemos identificar los vectores libres
AC y 4B, el vector resultante que acttia en el anclaje 4 lo
llamaremos:

R=T, + Ty
Y su médulo sera la tension actuante en el anclaje 4, es decir:

”R -)” = (Tuc)* + (Typ)?

Procedamos a identificar las coordenadas de los puntos A, By
C, segun la figura 3.59

A(360,0,600)
B(0,900,0)
€(1280,900,0)

Para hallar el vector resultante debemos primero hallar los
vectores libres AC y AB y expresarlos en forma cartesiana, es decir:
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AC = G-t + ay)j + (25-2) K
Sustituyendo valores

AC = (1280 — 360)i + (900 — 0)j + (0 — 600)k
AC = 9201 + 900§-600k

De la misma manera 4B = (0 — 360)i + (900 — 0)j + (0 — 600)k

AB = —3601 + 900j-600k

Ahora, debemos expresar la fuerza de tensiéon Tac v Tap en
forma vectorial, para esto multiplicamos el médulo del vector tensién
de los cables por su respectivo vector unitario, es decir:

—

T = 2750 A T,z = 1500 45
Ac = T y AB = T
[|Ac]] [|AB||

Sustituyendo valores

. 9201 + 900j-600k . X -
= 2750 - 170 = 1781,691 + 1742,96/-1161,97k

= —473,681 + 1184,21j-789,47k

77— 1500 (36014 900/-600k
B 1140

Entonces, el vector resultante sera:

R = (1781,69 — 473,68)1 + (1742,69 + 1184,21)] + (—1161,97 — 789,47)k
R = 1308,011 + 2926,9j-1951,44k

Por lo tanto, su mddulo es:

||13|| =,/(1308,01)2 + (2926,9)% + (-1951,44)2 = 3753,10 N

Es decir, la fuerza resultante actuante en el anclaje A es de
3753, 10 N
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b. Para responder este literal debemos comparar la fuerza de
tension resultante actuante en el anclaje 4 con la resistencia
admisible a tensién del anclaje, es decir:

La fuerza resultante actuante en el anclaje A4, es de 3753,3 N,
como esta fuerza de tensién es mayor que la resistencia admi-
sible a tension del anclaje 3500 N, el anclaje se sale de la pared.

Producto escalar de vectores en R®

Ahora llevemos a R* la idea que traemos de producto escalar
(o producto punto) de vectores en R

Veamos las dos definiciones de producto escalar que vimos
antes, pero ahora en R°.

En primer lugar:

Sean los vectores d = x;1+ y,f + z.k y b =2x,0+y,j + 2.k, el
producto escalar entre d y b se define como:

d- Ble-x2+y1-y2++zl-zz

EjErcicio 3.22

Dados los vectores con coordenadas d@ = 2i+3j+5k y
b=-30+ 2j-5k, determine @ b .

SoLucion
Aplicando la definicién tenemos:
@ -b=(20+3]+5k)- (=30 + 2j-5k)
@ -b=2-(3)+3-2+5-(-5)
d+-b=—6+6-25

i-b=-25
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En segundo lugar, recordemos que el producto escalar de vec-
tores también es definido en funcién del médulo de los vectores y del
angulo que se forma entre ellos.

Sean d y b dos vectores en R? diferentes de cero y 6 el dngulo
que forman entre ellos, entonces:

@-b=llall-|p|-coso
o bien,
- -
a-b

c0sf = —————

[ETR
donde 0 <0 <180
Ejercicio 3.23

Dados los vectores con coordenadas @ = 2i+3j+ 5k y
b = —3i + 2j-5k, determine el angulo que forman los vectores.

SoLucIoN

Sustituimos en la férmula anterior para hallar el angulo 6 que
nos piden:

(21 + 3] + 5k) - (-31 + 2j-5k)

cosf =
V22 +32 +52-,/(=3)% + 22 + (-5)2

-6+6—25
VA+9+25-V9+4+25
-25 25

V38-438 38

cosf =

cosf =

-25
6 = cos™ (%) ~ 131,14°
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Por lo tanto, el angulo que forman los vectores es de 131,14°
Al igual que en R* se cumple que:

Sia=k-b y k > 0, es decir, son multiplos escalares (paralelos) y con
la misma direccidn, entonces 6 = 0° .

Sid=k-byk < 0, es decir, son multiplos escalares (paralelos) y con
direcciéon opuesta, entonces 6 = 180°.

Sid-b > 0 el angulo que forman los vectores es agudo (menor a 90°)
Sid - b < 0el angulo que forman los vectores es obtuso (entre 90°y 180°)
Sid-b =0 el angulo que forman los vectores es igual a 90°, es decir,
los vectores son perpendiculares.

Producto vectorial de vectores

Los vectores en R? no solo pueden multiplicarse escalarmente,
también podemos hacerlo vectorialmente. A este producto se le conoce
como producto vectorial o también suele llamarse producto cruz. En
este caso obtendremos un vector en lugar de un escalar.

DErINICION 3.14

Sean los vectores @ = x,i+ y,j + zk y b =x,0+ y,] + .k, el pro-
ducto vectorial entre dy b se define como el siguiente determinante:

. T ] k
dxb= X1 N1 4
X2 Y2 23

que si resolvemos utilizando el método de los cofactores resulta:

X1 M1

X yz|]2

~>

- g Z
axb= 71 1|

|x1 21
Y2 22

N VR
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Como puedes notar, el producto vectorial resulta un vector.
Realicemos un ejercicio:

Ejercicio 3.24

Sean los vectores @ = 21 + 5j-3ky b = 31 + 2j-k, halle el producto
vectorial entre @y b.

SoLucion
gk
dxb=12 5 -3
3 2 41
o7 15 -3].12 -3|., |2 5|z
axb=, Jlel; Gb+ly olk

dxb=(=5+6)-(—2+9)] + (4—15)k
dxb=17j-11k

Desde un punto de vista gréfico, el producto vectorial representa
un tercer vector que es perpendicular a los dos vectores originales.
Con el ejercicio 3.24 podemos verificar ficilmente esta proposicion,
solo debemos calcular el producto punto entre el vector d X b y los
vectores d y b y corroborar que el resultado es cero, por lo tanto, el
angulo que forman es de 90°, tal como lo mencionamos antes. Veamos:

(@xBb)-d=(i-75-11k) - (21 + 5j-3k)
(@xb)-d=2-35+33
(@xb)-da=0
del mismo modo,

(@xb)-b = (i-7j-11k) - (31 + 2j-k)
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Como vemos, efectivamente el vector resultante del producto
vectorial entre los vectores d y b es perpendicular a ambos vectores.
La figura 3.60 ilustra esta situacion.

Figura 3.60
Representacion grdfica del vector resultante del producto vectorial

Como el lector habrd podido notar, también podemos hallar
el producto vectorial entre los vectores b y @ obteniendo el siguiente
determinante:

~

R ik
bxd=|3 2 -1
2 5 -3

Es decir, solo cambiamos de posicion las filas 2 y 3 del deter-
minante. Pero recordemos que, por propiedades de determinantes, al
hacer esto el determinante solo cambia de signo, es decir:

=-(@xb)
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. i)k
bxd=-l2 5 -3
3 2 -1

Lo que hemos visto con esto es que el producto vectorial no es
conmutativo, pero si se cumple la siguiente propiedad:

Sean los vectores d,b € R?, entonces @ X b = -(b x @)

Esto significa los vectores tienen igual magnitud, pero direc-
ciones opuestas.

Regla de la mano derecha para determinar
la direccion del producto vectorial

Se trata de una regla nemotécnica que sirve para establecer la
direcciéon que llevard el vector resultante al multiplicar vectorialmente
un par de vectores. Solo debes colocar el dedo indice de la mano de-
recha en la direccién del primer vector d, luego el dedo medio en la
direccion del segundo vector b. Al hacer esto, la posicion resultante
del dedo pulgar sefialard la direccién del producto vectorial @xb. La
figura 3.61 muestra dos posibles casos de esta situacion.

Figura 3.61
Representacion grdfica regla de la mano derecha para determinar
la direccion del vector resultante del producto vectorial

™
e O~ 4
le T B
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Modulo del producto vectorial

El médulo del producto vectorial también puede ser determi-
nado en términos del dngulo que forman los vectores @ y b.

TreOREMA 3.1

> 7 3 .
Sean los vectores &b € R® entonces el médulo del producto cruz
entre @ y b se define como:

-

l@x b|| = lla Il - [|b]| - sen(6)

donde 8 es el dngulo que forman los vectores @y b.

Ejercicio 3.25

Sean los vectores d = 2i + 5j-3k y b=3i+ 2j-k, a) halle el mé6-
dulo del producto vectorial entre @y b. b) halle el 4ngulo que forman
los vectores d y b. ¢) use la formula anterior para verificar con este
ejercicio que se cumple la igualdad.

SorucioN

a. Antes vimos que:

~

R A
dxb=|2 5 -3
3 2 -1
L= 15 3112 3|, 12 5[+
aXb"z altl3 -11+|3 2|k

dxb=(=5+6)-(—2+9)] + (4 —15)k
dxb=1i-75-11k
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Luego,

llé x b|| = V12 + (=7)% + (—11)?
|@ % b|| = V1 +49 + 121
ll@ x || = V171

ll@ x b|| ~ 13,077

b. Hallemos ahora el 4ngulo que forman los vectores d y b
usando el producto escalar:

(21 + 5j-3k) - (31 + 2j-k)

V22 +52 4+ (=3)2-,/32 + 22 + (—1)2
6+10+3
V4+25+9-v9+4+1
9 19
V38-V14 2-133

cosf =

cosf =

cosf =

6= cos'1< ) ~ 34,538

19
2-v133
Por lo tanto, el dngulo que forman los vectores es de 34,538°

c. Finalmente, calculemos el médulo del producto vectorial
utilizando la férmula:

||[i X B” =lall- ||5|| - sen(8)
Sabemos que:

Il =v3sy|b| =14
Luego,
[|@ x b|| = V38 V14 - sen(34,538°)

llé@ x b|| == 13,077
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Con este ejercicio vemos que si conocemos las coordenadas de
un vector es mas conveniente calcular su médulo directamente, pero
en ocasiones esta ultima férmula también nos serd util.

Aplicacion geométrica del producto vectorial

Una aplicacién geométrica del producto vectorial es el cdlculo
del drea del paralelogramo que puede formarse a partir de dos vectores.

Sean los vectores d,b € R?, siempre es posible construir un
paralelogramo tal como se muestra en la figura 3.62.

Figura 3.62 R
Representacion grdfica del paralelogramo que se forma con los vectores d, b
Eje z
A

Eje X,
El drea de este paralelogramo viene dada por:

A = base - altura

Donde la base del paralelogramo es igual al médulo del vector
b y la altura la hemos denotado como h. Asi,

base = ||l_;||
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Aplicando razones trigonométricas tenemos que:

sen(9) =

llall

Es decir,
h = lldll - sen(6)

Reemplazando en la formula del drea del paralelogramo, resulta:
A = base - altura

A =lldll-||B| - sen(8)

Pero sabemos que el lado derecho de esta igualdad es justamente
el médulo del producto vectorial entre los vectores d y b. Por lo tanto,
afirmamos lo siguiente:

TEOREMA 3.2

El 4rea del paralelogramo que forman los vectores @ y b viene
dado por:

A= ||ci><l;||

ProBLEMA 3.18
La superficie de una bodega estd representada por los puntos
A(0,0,0),B (6,5,2),C (—5,10,2) y D (1,15,4), con unidades de longi-

tud medidas en metros, determine el 4rea en m* de la superficie de
la bodega.

SoLucIioN

Como podemos observar en la figura 3.63 el drea de la superficie
de la bodega estd representada por un paralelogramo.
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Figura 3.63
Representacion grdfica de la superficie de la bodega enmarcada
por el paralelogramo

Con la informacién del problema, los vectores AB y R, resultan:

AB = (6,5,2)
AC = (-5,10,2)

Calculamos luego el producto ABXAC

UJ kK s 2,16 2(..16 5=
6 5 2(=|> I TR A
.5 2 -
% oo ol 110 2l7ls 5 10
= —101-22f + 85k
Finalmente,

A = ||ABXAC|| = {/(=10) + (—22)? + (85)? = 88,37

Es decir, el drea en m? de la superficie de la bodega es de 88,37 m?
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Producto mixto de vectores

El producto mixto, también conocido como triple producto
escalar, se define para los vectores en el espacio R*. Este producto se
define en términos del producto escalar y del vectorial como sigue:

DEFINICION 3.16

Sean los vectores @, b, ¢ € R® el producto mixto entre estos vectores
se define como:

Como vemos, el producto mixto resulta ser un escalar que se
obtiene de multiplicar escalarmente el primer vector con el vector que
resulta de multiplicar vectorialmente los otros dos vectores.

Ejercicro 3.26

Sean los vectores @ = i + 2j-2k; b = —31 + 4] + 5ky ¢ = -1 + 2j + k.
Determine el valor del producto mixto [ d,b, .

SorLucioN

Primero calculamos el producto vectorial bx¢

. i j k
bxc=13 4 5
-1 2 1
2o2_ |4 51,13 5.3 43
b><c—2 1l|_1 1|]+|_1 2k

bxé = (4 — 10)i-(=3 + 5)] + (=6 + Dk
bx¢é = -6i-2j-2k
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Ahora, multiplicamos escalarmente este vector con el vector
d, es decir:

- (bx&) = (1 + 2j-2k) - (-6i-2j-2k)

Luego, [@,b,¢] = -6

El calculo del producto mixto puede simplificarse un poco silo
definimos en términos de un determinante de orden de 3.

DEFINICION 3.17

Sean los vectores @ = x,i + y1J + z,k; b = x50+ y,] + 2,k
y ¢ = x50 + y5f + z3k entonces:

. X1 Y1 4
[C_i, b, E] =X Y2 Z3
X3 Y3 Z3

Resolvamos el ejercicio 3.26 utilizando determinantes.

Sean los vectores @ = 1 + 2j-2k ; b = =31 + 4j + 5k yi=-1+2/+k
Determine el valor del producto mixto [ @,b,¢].

SoLucioN
. 1 2 -2
[dbc]=]3 4 5
12 1

Si aplicamos la Regla de Sarrus tenemos que:
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1 2 -2
. 3 4 5
[abél=|1 2 1
1 2 -2

3 4 5

[@b,¢] = (4+ 12 —10)-(8 + 10 — 6)
[db,d =6-12

-

,c] = -6

Sl

—
Qu

1

Como vemos efectivamente obtenemos el mismo resultado que
antes encontramos con la primera definicién.

Aplicaciéon geométrica del producto mixto

Sea V el volumen del paralelepipedo que forman los vectores:
d=x0+v]+2z.k; b =x0+ o] + 2,k y ¢ = x50+ yof + 25k

entonces:
v=[a5.e
o bien,
V=|ad-(bxd)|

Lo que significa este enunciado es que el volumen de un pa-
ralelepipedo formado por tres vectores @, b y ¢ puede hallarse con el
valor absoluto del producto mixto entre los tres vectores.

Ejercicio 3.27
Determine el volumen del paralelepipedo que generan los vec-

tores d = 1 + 37 + 4k; b = 2i-2j + 4k y é = 3i-j-3k. Haga una represen-
tacion gréfica.
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SOLUCION
La figura 3.64 muestra una representacion gréafica del volumen
del paralelepipedo que deseamos calcular.

Figura 3.64
Representacion grdfica del volumen del paralelepipedo

N "
2 el
4 /’,'
N o,
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A\ ‘.
¢
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- A ) 7
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[ :
A il 5 H s
"
,'/ & cley
YA
@)

Sabemos que V = | [, b, ¢]|. Por lo tanto, calculamos el producto
mixto y su valor absoluto sera el volumen deseado.

1 3 4
22 4

3 -1 -3

[4,b,¢] =

Fécilmente el lector podrd verificar que este determinante es
igual 80. Por lo tanto:

vV = 80|

Es decir, el volumen del paralelepipedo es de 80 u®.
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ProBLEMA 3.19

El container de un camién de transporte pesado estd re-
presentado por un prisma conformado por los vectores
d=235i+0j+0k b=0i+315/+0k y &=0i+0j+2k con uni-
dades de longitud medidas en metros. Determine:

a. Elvolumen del container del camidn de transporte pesado
representado por el prisma.

b. La cantidad de canastas que caben en el container, si las
dimensiones de cada canasta son: 1,0+ 0,50 - 0.20 m

c. Elpeso de todas las canastas si cada una de ellas pesa 20 N .

Sorucion

a. La figura 3.65 muestra el gréfico de los vectores @,b y ¢y el
prisma que representa el container del camidn de trasporte
pesado.

Figura 3.65
Representacion grdfica de los vectores d,b y ¢ y prima que simula
el container del camién

)’,J

'
N
i
<
&
i
B
i

|
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Sabemos que el volumen del container podemos calcularlo por
medio del valor absoluto del producto mixto entre vectores, es decir:

v =la5.4]

Calculemos el producto mixto y luego usaremos su valor ab-
soluto para determinar el volumen del container.

Sustituyendo valores

R 235 0 0
[@,b,¢]=] 0 3,15 o0|=1480
0o 0 2

Ahora el volumen del conteiner sera:
vV =|[db,é]| = 114,80] = 14,80

Es decir, el volumen del container del camién de trasporte pe-
sado representado por el prisma es de 14,80 m*

b. Pararesponder a este literal debemos dividir el volumen del
conteiner entre el volumen de cada canasta, es decir:

Vconteiner

Ccanastas - 1%
canasta

Donde:

Ceanastas: Es la cantidad de canastas.
Veonteiner: ES €l volumen del container
Veanasta: Es €l volumen de cada canasta

Ahora el volumen de cada canasta es Vognasta =L@ h

Donde:

1: Largo de la canasta.

a: Ancho de la canasta.
h: Altura de la canasta.

Vcanasta = 1’0 - 0;50 : 0,20 = 0,10 m3
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Sustituyendo valores

14,80

Ccanastas = W =148

Por lo tanto, la cantidad de canastas que caben en el container
es de 148.

c. Para calcular el peso de todas las canastas procedemos a
multiplicar la cantidad de canastas por el peso de cada una
de ellas, es decir:

Ptcanastas Ccanustas ) Pcanasta

Donde

Pteanastas: Es el peso de todas las canastas.
Peanasta: Peso de cada canasta.

Sustituyendo valores

PCanaStas = 148 ' 20
Peanastas = 2960

Es decir, el peso de todas las canastas que caben en el container
es de 2960 N
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Ejercicios y problemas propuestos

Ejercicios propuestos

1. Sean los puntos A(3,1),B(-3,5),€(-2,8),D(-1,3),E(1,-1) y
F(7,3). Determine las coordenadas y la direccién de los si-
guientes vectores.

a. E b. ﬁ c. A_)C
d CB e. DA f FE
e ED h. DF i. AF
i CE k. DC . BF

2. Determine el médulo y la direccion de los siguientes vectores.
En cada caso realice el grafico correspondiente.

woa=() e =) o e=(D)

d. U=21-3] e $B=-2043] f W=-i-f

¢ d=(3,2) h &=(8-3) i f=(-15)
e (7 L q

i h:(l) L p=3 L 7=(31)

3. Para cada uno de los siguientes vectores de posicidn, deter-
mine el origen y el extremo de otros dos vectores libres que
sean equipolentes a estos. Para cada caso realice el grafico

correspondiente.
voa=(y) e B2 e = ()
d U=-314+] e vV=20+4] £ w=1i3j
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. Realice las siguientes operaciones de vectores utilizando la ley
del paralelogramo y compruebe su resultado analiticamente.

(5)-() b (DG < GG
d  Qi+3)-i-3) e (i4+/)-37 £ (G5)+8f

. Realice las siguientes operaciones de vectores utilizando la
ley del poligono y compruebe su resultado analiticamente.

1 1 1 -1 -1 3
() b (6)*(5) (5)*+ ()
d Q1+3D-21-3) e  (t+/)-37 £ (@5)+8f
. Resuelva las siguientes operaciones con vectores.

s ()5 (G) b Qe e 02 ()
d (213)3-(-20+3) e -3-(i43)-] £ 8-@)-4-f

. Calcule el producto escalar (producto punto) entre los si-
guientes vectores.

G @6 ¢ Q6
A @P-@e2) e G- £ @
. Determine el dngulo que forman los vectores % y ¥

() 5=(3)

d #@=ijys=4i+4] e #U=20-5]ys=4-10] f u=80-3]y &=7i-2]

o
)
]
—
o -
N—

<
<
]
—~
[R=)
N—
<
iS5
]
—~
o Ul
N—
<
<
]
—
N R
N—
o
i)
Il

. Sean los puntos 4(3,-12),B(2,-3,-5),€(3,2,-8),D(2,-1,-3), E(0,1,~1)
y F(-7,-33). Determine las coordenadas y el médulo de los
siguientes vectores.
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a. TB) b. ﬁ C. TC
d CB e. DA f FE
¢ ED h. DF i. AF

10.Resuelva las siguientes operaciones con vectores.

@) 00
EHEOE) s

e. 6-(1+7/k)+2-(-1+35-k) £ 4-[(-1+45-k)-2-(3-2k)]

11.Calcule el producto escalar (producto punto) entre los si-
guientes vectores.

SCECENAE

« (9+k)-(-7+k) o (-209+3k) - (2i-5) + 3k)

e <:46L> : (: ) . (21+57+k)- (415 + 7k)

2 3

12.Determine el angulo que forman los vectores i y v
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13.Dados los vectores:

-3 -3 -3 R o
d=<1), b=<1), 5’:(1), B = 2i-j-4k y 7 = 2i-j-4k
2 2 2

Determine:
> 7 P> - -
a.  axb b. bxa c. axp
> > g - -
d  pxc e. 7xb £ TXp
> > > >,
g PX7 h.  Cxb i axc

14.Calcule el volumen del paralelepipedo que forman las si-
guientes ternas de vectores.

3\ (4 3
2 -2 2

Problemas propuestos

1. El propietario de una hacienda desea separar la superficie de
la vaqueriza y del potrero mediante una pared de ladrillos,
para lo cual contrata a un maestro de obra. El constructor
inicia desde un punto de referencia los trabajos de excavacién
para el asiento de la viga de atado de apoyo a la pared y llega
a un extremo marcando el punto B(5, —6), con unidades de
longitud medidas en metros, determine:

271



ALGEBRA MATRICIAL

a. Lalongitud de la excavacion para el asiento de una viga
de atado.

b. La direccion de la excavacion.

2. Un campesino con la ayuda de un pico y una pala desea rea-
lizar una excavacion para una viga de atado de 0,25 metros
de ancho por0,30 de profundidad para apoyar una pared de
bloques de concreto de 0,20 metros de alto por 0,30 de largo
que servird de lindero entre dos fincas. El campesino parte
desde un punto de referencia y llega a un extremo marcando
las coordenadas de un punto B(4,6), considerando que las
unidades de medida de longitud estin en metro. Determine:
a. El volumen, en metros cibicos del material de tierra

excavado por el campesino.

b. La direccién de la excavacion para la viga de atado.

c. Cantidad de bloques de concreto que se requieren para
construir la pared, considere que la altura de esta serd
de 1,8 metros.

3. La superficie de una chanchera rectangular es de 300 m?.
Dicha superficie esté representada por los vectores d = (15,0)
y b = (0,20), con unidades de longitud medidas en metros.
Producto del crecimiento de los animales el drea ya no es
suficiente, razdn por la cual, el propietario desea remode-
larla incrementando la base de la superficie rectangular en
un 75 %. Determine:

a. Las nuevas coordenadas del vector 4.

b Lanueva drea de la chanchera.

4. Elpropietario de una granja desea construir un nuevo galpén
de pollos duplicando la base de la superficie rectangular del
galpdn actual. Si el ancho y largo de la superficie del galp6n
existente estan representadas por los vectores d = (30,0) y
b = (0,33). Determine el 4rea del nuevo galpén. Considere
unidades de longitud medidas en metros.

5. Lasuperficie de un terreno esta representada por el paralelo-
gramo generado por los vectores d = (100,15)y5 = (10,150),
con unidades de longitud medidas en metros. El propietario
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producto de pérdidas econémicas desea vender la mitad de
su propiedad y para esto es necesario dividir en dos dreas
mediante una diagonal que represente el vector @ + b. Si el
costo del terrero es de 95 $/m?, determine el ingreso que
obtuvo el propietario producto de la venta de esa superficie.
. La superficie de un galp6n de cuyes estd representada por el
cuadrado generado por los vectores @ = (8,0)y b = (0,8), con
unidades de longitud medidas en metros. El propietario, para
separar los reproductores de los cuyes para carne desea dividir
el drea en dos superficies triangulares mediante una pared
que represente la diagonal, determine la longitud de la pared.
. Un productor desea delimitar un potrero cuya forma es
igual a un trapecio, con una cerca viva. Para ello, parte de un
punto de referencia e instala 10 metros de cerca en direcciéon
al Norte y marca un punto A, luego, instala 5 metros de cerca
con direccién al Este, donde marca un punto B, finalmente
coloca 14,14 metros de cerca con direcciéon S45E donde
marca el punto C. Determine la longitud de la cerca que
cierra el perimetro del potrero que parte desde el origen y
llega al punto C.

. En una granja se desea construir una bodega para almacenar
granos, en cuyo perimetro se utilizard bloques de concreto,
para esto un obrero desde un punto de referencia realiza una
excavacion de 3 metros de longitud en direccion al Sur, mar-
cando un punto A, luego gira y excava 3 metros en direccién
al Este y senala un punto B, finalmente gira y excava 5 metros
en direccion al Norte, indicando un punto C, determine la
longitud de la excavacién en metros, que debe realizar el
obrero desde el punto de referencia hasta el punto C.

. Lasuperficie de una cabelleriza estd delimitada por los pun-
tos (0,0, 4(1000,0), B(20,1500) y €(1020,1500), con unidades de
longitud en metros, para separar la superficie de la caballe-
riza del establo de las vacas el propietario desea dividir en
dos el area mediante la instalacién de una cerca interna con
extremos en los puntos A y B. Determine:
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a.

b.

La longitud de la cerca interna.
El drea de la superficie del establo de las vacas.

10.Un patio destinado para una feria agroecoldgica estd delimi-
tado por los puntos 0(0,0), A(10,0), B(3,15) y €(13,15), con
unidades de longitud medidas en metros. El organizador de
la feria decide dividir el patio en dos mediante la instalacién
de una baranda interna con extremos los puntos A y B, para
separar la venta de productos del espacio de comidas, de-
termine, la longitud de la baranda.

11.El potrero de una granja esta delimitado por puntos 0(0,0),
A(25,0), B(5,15) y €(30,15), con unidades de longitud en
metros. Determine:

a.

b.

C

d.

El dngulo entre los vectores 04 y OB

El drea de la superficie del potrero.

La cantidad de caballos que caben en el potrero, consudere
que cada mamifero requiere de un area de 525 ——-

El costo de la superficie del potrero si el precio es de

125>

m?2

. El costo de la superficie del potrero y los caballos, con-

sidere que cada mamifero cuesta $450

12.El potrero de una granja estd delimitado por puntos 0(0,0) ,
A(25,0), B(5,15) y €(30,15), con unidades de longitud en
metros. Determine:

a.
b.

C.

El édngulo entre los vectores 04 y OB

El 4rea del potrero.

La cantidad de caballos que caben en el potrero, considere
que cada mamifero requiere de un drea de 5,25 m?/caballo.

d. El costo del potrero si el precio es de 125 $/m?.

El valor del potrero y de todos los caballos, si cada uno
cuesta $450.

13.En una finca, el volumen de un reservorio de agua de riego
para el cultivo de flores, se ha delimitado por los puntos
0(0,0), A(5,0) y B(3,6). Determine:

a.
b.

El angulo entre los dos vectores 04 y OB.
Fl volumen del reservorio, si su la altura es 1,25 metros.
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14. Un caballo corre desde un punto de partida A, con direccién
de 60° al Noreste su trayectoria para llegar a un punto B fue
de 0,9 km. Después de detenerse, corre hacia un punto C, con
direcciéon de 85° al Qeste del Sur, con recorrido de 1,2 km.
Determine la magnitud y direccién del vector desplazamiento
total representado por la trayectoria que realiz6 el caballo.

15. Desde una fabrica de lacteos, sale un camién cargado con queso,
inicialmente recorre con direcciéon S30°E 2 km, seguidamente
se traslada en direccién al Oeste con trayectoria de 2,5 km, por
ultimo, para llegar al destino final se moviliza 30° al Noroeste
con trayectoria de 1,4 km. Determine la magnitud y direccién del
vector desplazamiento representado por el recorrido del camion.

16.Un cerdo va al matadero, una vez muerto el animal, el car-
nicero lo cuelga sobre el suelo, (figura 3.66). Si la fuerza
admisible en el cable A es de 3000 Newton. Determine la
fuerza actuante en el cable, indique si el cable es capaz o no
de mantener el sistema en equilibrio.

Figura 3.66
Representacion grdfica de lo expuesto en el problema
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17.Por medio de un motor y un cable que de acuerdo con las
especificaciones del fabricante tiene una fuerza permisible
de 4500 Newton se desea que la vaca de 425 kg (figura 3.67)
suba con una aceleraciéon de 2,5m/s? , despreciando la
friccién, determine la magnitud de la fuerza F que acttia
sobre el cable, compare el resultado con la fuerza permisible
del cable, e indique si este con la ayuda del motor es capaz
o no de subir la vaca.

Figura 3.67
Representacion grdfica del sistema motot, cable y vaca

18.Un trabajador agricola necesita movilizar en el interior de

una bodega (figura 3.68) dos cajas que estdn adosadas y que

contienen 10 y 35 kg de bananos. Si la fuerza aplicada por

el trabajador es de 550 Newton, determine: a) la fuerza que

experimenta la caja de parte del trabajador, b) la aceleracion

de las cajas, ¢) la masa del trabajador si su aceleracion es de
15m/s?
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Figura 3.68
Representacion grdfica del sistema descrito en el enunciado del problema

19.En una hacienda el sistema mostrado en la figura 3.69 se uti-
liza para almacenar sacos de abono. Si la tensién en los cables
AByAC son de 425y 510 libras respectivamente. Determine:
a. La fuerza resultante en el anclaje A.
b. Siel anclaje A tiene una fuerza resistente de 1200 libras,
determine si el sistema se mantiene o no estable.

Figura 3.69
Representacion del sistema utilizado para almacenar sacos de abono
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20.La superficie de un terreno esta representada por los puntos
A (0,0,0),B (7,41),C (6,12,1) y D (13,16,2), con unidades de
longitud medidas en metros, determine el drea en m? del
terreno. Utilice para responder al problema el médulo del
producto cruz.

21.En una granja el espacio interior de una bodega para al-
macenamiento de balanceado estd representado por un
prisma conformado por los vectores, d = 107 + 0f + Ok,
b = 0i + 15f + 0k y & = 0i + 0] + 5k, con unidades de lon-
gitud medidas en metros. Determine:
a. Elvolumen del espacio interior de la bodega representado

por el prisma.

b. El drea interna de la bodega representada por el prisma
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