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Capitulo 2
Sistemas de ecuaciones lineales

En este capitulo estaremos hablando sobre los sistemas de ecua-
ciones lineales y la gran variedad de aplicaciones que tiene dentro de
las actividades agropecuarias. Entre otros aspectos, utilizaremos los
sistemas de ecuaciones lineales para determinar: costo por kilogramo
de producto alimenticio de consumo, costo de inversién, ingreso por
venta de productos agricolas, cantidad de animales por granja, costo
por animal, cantidad de animales comercializado, sacos de balancea-
dos vendidos, tarifa diaria por kilémetro recorrido, dimensiones de
recipientes, fundas de leche envasadas, tallos de rosas vendidos, dreas
de superficies y volimenes de recipientes entre otros. Estudiemos al-
gunos conceptos basicos apoyados en Mejia (2019) y Morales (2019a).

Conceptos basicos

DEFINICION 2.1

Una ecuacién lineal de n incégnitas es cualquier ecuaciéon de la forma:
ax; +a,x, ++a,x,=b

donde,

aq,ay, ...y toman valores reales cualesquiera y se conocen
como coeficientes.

b toma cualquier valor real y se conoce como término
independiente.

X1, X5, «. X, s0n las variables de la ecuacién que pueden ser repre-
sentadas por cualquier letra.

Ademés, diremos que la n-upla (Sy, S,, ..., S3) es una solucién de
una ecuacion lineal si al reemplazar estos valores en la ecuacién la
igualdad se cumple, es decir,

a5, +a,s, ++a,s, =b
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Ejempro 2.1

Las siguientes ecuaciones son algunos ejemplos de ecuacio-
nes lineales:

2x-y =1 x-3y+z+w=-5 —2x-4y+z=>5

Estas tres ecuaciones son lineales porque tienen la forma que
hemos visto antes, es decir, las dos variables son potencias con exponente
uno, no existen productos entre las variables y no hay variables en el
denominador de alguna fraccion.

EjempLO 2.2
Sin embargo, estas ecuaciones no son lineales. ;Por qué?

2
xty=1 ;+y=2 xy =2

DEFINICION 2.2

Hernandez y Elina (2022) definen un sistema de ecuaciones li-
neales como un conjunto de dos 0 mds ecuaciones lineales, y nos
interesa encontrar una solucién que satisfaga a todas ellas, es decir
que, al sustituir la solucidon en cualquier ecuacién, la igualdad se
cumpla, a esto lo llamaremos solucién del sistema de ecuaciones.

Planteamiento de un sistema de ecuaciones lineales

Empecemos a estudiar los sistemas de ecuaciones lineales a
partir de un problema.
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ProBLEMA 2.1

Una granja ha concretado una venta de $1560 por 15 cerdos, 6
pavos y 12 gallinas. Se desea conocer el costo de cada animal sabiendo
que 1 pavo cuesta el doble de una gallina y que un cerdo cuesta lo
mismo que 6 gallinas mds 4 pavos.

SoLucioN

Lo primero que hacemos es definir nuestras variables:

¢: Costo en ddlares de cada cerdo.
g : Costo en doélares de cada gallina.
p: Costo en ddlares de cada pavo.

Ahora vamos a expresar nuestro problema en términos
matematicos:

Esta parte del problema “...una venta de $1560 por 15 cerdos, 6
pavos y 12 gallinas...” la podemos escribir como:

15¢+ 6p + 12g = 1560 (1)

< >

Del mismo modo: “...1 pavo cuesta el doble de una gallina...’

puede escribirse como:

1p =2g 2)
Finalmente: “...un cerdo cuesta lo mismo que 6 gallinas mds 4

pavos...”

lc=6g +4p (3)

Entonces nos interesa encontrar los valores de las variables c,
gy p que satisfagan las tres ecuaciones a la vez.

Para ello, escribiremos un Sistema de Ecuaciones Lineales a
partir de las ecuaciones I, 2y 3:
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15¢ + 6p + 12g = 1560

1p =2g
lce=6g+4p

Hasta el momento, lo que hemos hecho es escribir el sistema
de ecuaciones lineales asociado a nuestro problema.

Solucién de un sistema de ecuaciones mediante
el Regla de Cramer

El sistema planteado en el apartado anterior puede ser resuelto
con diferentes técnicas, pero ahora estudiaremos la Regla de Cramer
para lo cual necesitaremos los determinantes.

El primer paso del método es organizar el sistema de manera
que todas las variables estén de un lado de la ecuacién en un mismo
orden y los términos independientes del otro:

15¢+ 6p +12g = 1560
{ 1p-2g =0
1c-4p-6g =0
Ahora construiremos una matriz de coeficientes cuyo determi-
nante hemos calculado usando la Regla de Sarrus:

15 6 12
AM =10 1 -2|=-234
1 -4 -6

A continuacion, calcularemos el determinante de tres matrices
(una por cada variable) construidas al sustituir los coeficientes de cada
variable por los términos independientes correspondientes a cada
ecuaciodn. Estas matrices las denotaremos como AC, AP y AG haciendo
referencia a las letras usadas para definir cada variable. Asi tendriamos:
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1560 6 12
AC=]| 0 1 -2|=-21840
0 -4 -6
15 1560 12
AP =10 0 -2 =-3120
1 0 -6
15 6 1560
AG=(0 1 0 |=-1560
1 -4 0

Finalmente, la Regla de Cramer (Nufiez et al., 2019) nos indica
que la solucién del sistema vendra dada por:

_AC AP AG
‘T PTar 9T
Es decir,
-21840
c =——= 93,33
-234
_B3120
P="34 ¥
_As60
9= 34 ©°

Por lo tanto, el costo de cada cerdo fue de $93,33. Cada pavo
fue vendido por $13,33 y cada gallina fue vendida por $6,66.

Para aclarar cualquier duda respecto a la solucién de un sis-

tema de ecuaciones lineales por la Regla de Cramer resolvamos otro
problema fuera de contexto:

Ejercicio 2.1

Encuentre la solucién del siguiente sistema:

5x + 6y-12z =5
x + 2y-2z = —4
2x-2y-6z =1
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Sorucion

Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes usando
la Regla de Sarrus (o cualquier otro método):

5 6 -12
AM=11 2 -2|(=4
2 -2 -6

Calculamos los determinantes asociados a cada variable.

5 6 -12
AX=(4 2 -2]=-308
1 -2 -6
5 5 -12
AY =1 -4 -2|=32
2 1 -6
5 6 5
AZ=|1 2 -4|=-114
2 -2 1

La Regla de Cramer nos indica que la solucién del sistema serd
igual a:
_AX _ Ay _AZ
Y720 YT PT A

Si reemplazamos los valores obtenemos:

308 32 -114
YT YT 2Ty

Finalmente, al simplificar las fracciones obtenemos la solucién

de nuestro sistema de ecuaciones lineales:
-57
x=-77y=8 z=—

Veamos otros problemas aplicados a la actividad agropecuaria.

104



SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

ProBLEMA 2.2

Por 450 kilogramos de papasy 755 kilogramos de zanahorias se
pagan 124 ddlares. Si por 933 kilogramos de papasy 457 kilogramos
de zanahorias el monto a cancelar es 154 délares. ;Cudl es el valor para
cancelar en délares por kilogramo de papay zanahoria?

SorucioN

Procedemos a definir dos incégnitas que deben responder a la
pregunta ;Cudl es el valor para cancelar en délares por kilogramo de
papay zanahoria?

p:Valor a cancelar en dblares por kg de papa.
z:Valor a cancelar en dolares por kg de zanahoria.

Definidas estas incégnitas e interpretando el enunciado del
problema, procedemos con el planteamiento del sistema de ecuaciones
lineales el cual resulta:

{450p + 755z = 124
933p + 457z = 154

Este sistema mediante el uso de la Regla de Cramer resulta:

_ 450 755 _ _ Cap_[124 755 _
B =520 aoo| = —498765; AP_|154 woo| = —59602
_ 1450 124] _
AZ = |933 soy| = —46392
AP _ 59602 _ .o AZ 46392 _ 15464 _
2~ PT 298765 = 7 AA T % T 7498765  -166255

Es decir, por kilogramo de papay zanahoria se cancela: $0,119
y $0,093 respectivamente.
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ProBLEMA 2.3

La ganancia de una granja productora de fréjoly maiz durante
el ano 2020 fue de: 12650 d6lares. Si la ganancia en el frejol fue 3 veces
mas que la del maiz. Determine la ganancia en ddlares por la venta de
la produccién de fréjol y maiz durante el afio 2020.

SoLucioN

Definimos dos incdgnitas, para esto nos remitimos a la inte-
rrogante debemos calcular la ganancia en délares por la venta de la
produccion de fréjol y maiz durante el ano 2020.

f: Ganacia en dblares por la venta de fréjol en el afio 2020.

m: Ganacia en doblares por la venta de maiz en el ailo 2020.

Definidas estas dos variables y con el enunciado del proble-
ma, procedemos con el planteamiento del sistema de ecuaciones el
cual resulta:

{f +m= 12650
f= 3m

Reordenando el sistema resulta:

{f +m= 12650
f-3m= 0

Este sistema mediante el uso de la Regla de Cramer resulta:

o1y 112650 1] _ _
AB_|1 _3|_ 4 AF—| >0 5 = —37950
11 12650] _
AM_|1 0 |_ 12650
AF _ 37950 .o AM_ 12650 .
a7 2T MT T T ’
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Este resultado indica que la ganancia por la venta de fréjol y
maiz durante el ano 2020 fue de: $9487,5y $3162,5 respectivamente.

ProBLEMA 2.4

En la granja Cayambe hay cerdosy gallinas que hacen un total
de 121 cabezasy 388 patas. ;Cudntos cerdos y gallinas hay en la granja?

SorucioN

Procedemos a definir las incégnitas cuyo resultado respondera
a la pregunta. ;Cudntos cerdosy gallinas hay en la granja?

c: Cantidad de cerdos que hay en la granja.
g: Cantidad de gallinas que hay en la granja.

Definidas las variables y con la informacién del enunciado del
problema procedemos a plantear el sistema de ecuaciones, tal como
se muestra a continuacion:

{c+g= 121
4c+2g = 388

Este sistema mediante el uso la Regla de Cramer resulta:

11_ . _ 121 1) _
_|4 2|_ % AC=|3gg o =146
1121 g
4 388
AC _-146_73_ AG 296 18
M-TTZ T MYt 2T

El resultado indica que en la granja hay: 73 cerdosy 48 gallinas.
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ProBLEMA 2.5

La venta de girasolesy rosas de una finca floricola durante el mes
de enero del ano 2020 fue de 142345 délares. Si la venta de girasoles fue
3 veces mayor que la venta de rosas. Determine el ingreso en ddlares
por la venta de girasolesy rosas durante el mes de enero del ano 2020.

SoLucioN

Definimos dos incognitas, para esto nos remitimos a la interro-
gante y debemos calcular el ingreso en délares por la venta de girasoles
y rosas durante el mes de enero del afio 2020.

g:Ingreso en déblares por la venta de girasoles en el mes de enero 2020

r:Ingreso en dbélares por la venta de rosas en el mes de enero 2020.

Definidas estas dos variables y con el enunciado del problema
procedemos con el planteamiento del sistema de ecuaciones el cual
resulta:

{g +7r = 142345
g= 3r

Reordenando el sistema resulta

{g +7r = 142345
g-3r 0

Este sistema mediante el uso de la Regla de Cramer resulta:

o1y, 142345 1| _
sa=|; Gl=-4 ac=["TT L] =-427035
_ |1 142345 _
AR_|1 ] |_ 142345
AG_ 427035 o AR 142345
M- 9T T I T T T T '
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El resultado indica que el ingreso en délares por la venta de
los girasolesy rosas fue de: $106750,75 y $35586,25, respectivamente.

ProBLEMA 2.6

Una fabrica de lacteos vendio tres tipos de queso durante un
mes: mozzarella, amasado y queso de hoja. Los precios de cada uno de
ellos fueron de: $10/kg, 8/kg y $7/kg respectivamente. Si se sabe que
el total de kilogramos vendidos fue 50, que la venta total en ddlares
fue 400 y que el nimero de kilogramos de queso de hoja vendidos fue
el triple de queso amasado. ;Cudntos kilogramos de queso mozzarella,
amasado y de hoja vendio la fabrica durante el mes?

SoLucioN

Procedemos a definir las incégnitas del sistema de ecuaciones las
cuales deben responder a la pregunta. ;Cudntos kilogramos de queso
mozzarella, amasadoy queso de hoja vendi6 la granja durante el mes?

m: cantidad en kilogramos de queso mozzarella vendidos.

a: cantidad en kilogramos de queso amasado vendidos.

h: cantidad en kilogramos de queso de hoja vendidos.

Definidas las tres variables m,a y h y con la informacién del
enunciado del problema procedemos a plantear el sistema de ecua-
ciones, el cual resulta:

10m + 8a + 7h = 400

{ m+a+h=50
h=3a

Reordenando el sistema resulta:

10m + 8a + 7h = 400

{ m+a+h=50
3a+h=0
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Este sistema utilizando la Regla de Cramer resulta:

1 1 1 50 1 1
AC=|10 8 7|=-11; aM =400 8 7|=-150
0 -3 1 0 -3 1
1 50 1 1 1 50
A =|10 400 7|=-100; AH=|10 8 400|=—-300
0 o0 1 0 -3 0
AM _ A0 . AA_ 100
A T T ATt T T T
AH 300
AC T T 11 TtV

Es decir; la fébrica vendi6 durante el mes 13,64 kilogramos de
queso mozzarella, 9,09 kilogramos de queso amasado y $27,27 kilo-
gramos de queso de hoja.

Como hemos podido notar los sistemas de ecuaciones que re-
solvimos con la Regla de Cramer tienen una tnica solucién, cuando
esto ocurre decimos que el sistema es compatible determinado.

ProBLEMA 2.7

Una granja obtiene una ganancia de 2450 ddlares al mes por la
venta de leche 'y queso. Si la ganancia generada por la venta de queso
fue el doble en comparacion al ingreso generado por la venta de leche.
;Cudnto es la ganancia en délares generada por la comercializacién
de la leche?

SoLucioN

Procedemos a definir dos incognitas una de ellas representara
la ganancia en ddlares por la venta de leche durante el mes, la otra
indicard la ganancia en ddlares generara por la comercializacién del
queso durante el mes, es decir:
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l: Ganancia en dblares por venta de leche durante el mes.
q: Ganancia en doblares por la venta de queso durante el mes.
Definidas las variables y con la informacién planteada en el

ejemplo préactico procedemos a plantear del sistema de ecuaciones,
el cual resulta:

{l+q = 2450
q= 2l

Reordenando el sistema resulta:

{l+q= 2450
2l+q= 0

Este sistema mediante el uso de la Regla de Cramer resulta:
o1, 12450 1] _
p=|5 =3 a=]"0" | =2450

AL - 2450 816.67
a3
El resultado indica que la granja obtuvo una ganancia de $816,67
por la comercializacién de la leche.

ProBLEMA 2.8

La ganancia de 12500 délares generados por venta de hortali-
zas debe repartirse entre tres productoras: Teresa, Patriciay Carmen.
Teresa se lleva el doble de la ganancia de Patriciay Carmen se lleva el
triple de la ganancia de Teresa. Determine la ganancia en ddlares de
cada productora.

SoLucioN

Procedemos a definir las incégnitas del sistema de ecuaciones
las cuales deben responder al cdlculo de la ganancia en délares de
cada productora.
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t: Ganancia en dblares para Teresa.
p: Ganancia en dblares para Patricia.

c: Ganancia en dbélares para Carmen.

Definidas las tres variables y con la interpretacién del enun-
ciado del problema se procede con el planteamiento del sistema de
ecuaciones, tal como se muestra a continuacién:

t=2p

[t+p+c= 12500
c=3t

Reordenando el sistema resulta:

t-2p=20

[t+p+c= 12500
3t+c=0

Este sistema mediante el uso de la Regla de Cramer resulta:

11 1 12500 1 1
AM=|1 2 o|=-9 AT=| 0o -2 o0|=-25000
30 1 0 0 1
1 12500 1 1 1 12500
AP=|1 0 0|=-12500; AC=|1 -2 0 |=-75000
3 0 1 30 0
AT 25000 AP 12500 oo
AT T T g T g TR T T T R
AC_ 75000 _ o
AT T T

Es decir; la ganancia en délares generada por la venta de hor-

talizas de Teresa fue de: $2777,77, de Patricia $1388,89 y de Carmen
$8333,33.
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ProBLEMA 2.9

Un comerciante vende tres tipos de balanceados: balanceado
A, balanceado By balanceado C, el costo de fabricacién por cada saco
es de $11,5, $16 y $20, respectivamente. Si cada saco de balanceado
lo vende en orden respectivo en: $23, $29 y $40 y en total vende 22
sacos; para lo cual invierte $353 y obtiene un ingreso total de $679.
;Cudntos sacos de balanceados de cada tipo vendi6?

SoLucioN

Procedemos a definir las incégnitas del sistema de ecuaciones
las cuales deben responder a la interrogante ;Cudntos sacos de balan-
ceados de cada tipo vendié?

a: Cantidad de sacos vendidos de balanceado A
b: Cantidad de sacos vendidos de balanceado B
c: Cantidad de sacos vendidos de balanceado C
Definidas las tres variables y con la interpretacion del enuncia-

do del problema procedemos a plantear el sistema de ecuaciones, tal
como se muestra a continuacion:

11,5a + 16b + 20c = 353

{ a+b+c= 22
23a + 29b + 40c = 679

Este sistema mediante el uso de la Regla de Cramer resulta:

1 1 1 22 1 1
AD =23/2 16 20 =7: AA =353 16 20|=153
23 29 40 679 29 40
1 22 1 459 1 1 22 357
AB =(23/2 353 20 =T; AC =123/2 16 353 ZT
23 679 40 23 29 679
459 357
AA_ _153_6_ AB_b_T_g_ AC_ _7_7
ap- “TEL Y A 7T 5L 7 A “T BT
2 2 2
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Esto significa que el comerciante vendié 6 sacos de balanceados
del tipo A, 9 tipo By 7 tipo C.

ProBLEMA 2.10

Una granja productora de coliflor, lechuga, brécoli'y col vende
entre toda la cosecha 500 kilos. Si el kilo de cada hortaliza lo vendié
a: $1, $0,90, $1,50 y 0,80 respectivamente, y el total del ingreso fue de
$435. Ademds, la venta de lechuga fue el doble de la cantidad vendida
de brécoliy la venta de la cantidad de col fue el triple de la coliflory
lechuga. Determine la cantidad en kilos de coliflor, lechuga, brécoli y
col que vendid la granja.

SoLucioN

Procedemos a definir las incégnitas del sistema de ecuaciones
las cuales deben responder al célculo de la cantidad en kilogramos de
coliflor, lechuga, brécoliy col que vendié la granja.

c: Cantidad en kilogramos de coliflor vendido.
l: Cantidad en kilogramos de lechuga vendida.
b: Cantidad en kilogramos de brécoli vendido.

co: Cantidad en kilogramos de col vendido.

Definidas las cuatro variables y con la interpretacion del enun-
ciado del problema procedemos a plantear el sistema de ecuaciones,
el cual resulta:

c+l+b+co= 500
c+ 090+ 1,5b+ 0,8co = 435
l=2b
co=3(c+1)

Reordenado el sistema resulta:
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c+l+b+co= 500
c+ 0901+ 1,5b+0,8co =435
-2b=0
-3¢-3l+co=0

Este sistema mediante el uso la Regla de Cramer resulta:

11 11 500 1 11
_|1 9s10 372 45| _ 9 . _|a35 9/10 372 ass|_
0o 1 20 5’ 0o 1 20
3 3 01 o -3 01
1 50 1 1 1 1 500 1
|1 435 372 a5 _ 1 9/10 435 4/5|
=10 o 2 0 |78 AB=1y 7y 00 |=71
3 0 01 3 3 01
1 1 1 500
1 9/10 3/2 435|_
ar=|o L0 LT =645
3 3 00
AR_ 35 AL _ B0 400 _
M- T M T 9T g T
5 5
AB_ A0 _200 . AT _ 645 1075
AT UT 9 TTg TEME T 0T "9 T -
5 5

El resultado muestra que la granja vendié: 75 kg de coliflor,
44,44 kg de lechuga, 22,22 kg de brécoliy 358,33 kg de col.

Sistemas de ecuaciones cuadrados y no-cuadrados

La Regla de Cramer es una herramienta ttil para resolver siste-
mas de ecuaciones lineales cuando son compatibles determinados. El
lector pudo notar que para calcular el valor de cada variable debiamos
dividir por A4, que por estar en el denominador de la fraccién no
puede ser cero. Es decir, si el determinante de la matriz de coeficiente
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es igual a cero entonces este método falla y podremos afirmar que el
sistema no tiene una unica solucién.

Por otro lado, hemos visto que los sistemas que hemos for-
mado hasta el momento estdn constituidos por un mismo niimero
de ecuaciones y de incdgnitas, generando una matriz de coeficientes
cuadrada, a este tipo de sistema lo llamaremos cuadrado. Esta es otra
de las limitantes de la Regla de Cramer, solo funciona para sistemas
cuadrados.

Cuando un sistema de ecuaciones tenga diferente nimero de
ecuaciones y de incégnitas diremos que es un sistema no-cuadrado.

Entenderemos por sistemas de ecuaciones lineales no-cuadra-
dos a aquellos que no tienen el mismo ntimero de ecuaciones y de
incognitas.

EjempLo 2.3

Los siguientes son algunos ejemplos de estos sistemas:

x-y = -2
2x-y+2z=2 _
1) {'3)6'3_’)/' +z=-1 2) x)::)’gy__ 53

El primer sistema tiene dos ecuaciones y tres incognitas, mientras
el segundo tiene tres ecuaciones y dos incognitas. Por lo tanto, ninguno
de los dos puede resolverse usando la Regla de Cramer, para resolver
estos sistemas vamos a introducir un nuevo método que estudiaremos
en el siguiente apartado, pero antes veamos un ejemplo de aplicacién
donde el ndmero de ecuaciones y de incégnitas no coinciden.

ProBLEMA 2.11

En una granja hay cierto nimero de cerdasy de vacas; cada
cerda pare en promedio 8 crias y cada vaca pare un becerro. Si para un
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determinado momento hay 40 crias nacidas entre cerdos y becerros.
;Cudntas vacas habia?

SoLucIioN

Procedemos a definir las incégnitas del sistema de ecuaciones
cuya solucién debe responder a la pregunta ;Cudntas vacas habia?

c: Numero de cerdas que hay en la granja.

v: Numero de vacas que hay en la granja.

Definidas las variables y con la interpretacion del enunciado del
problema procedemos a plantear el sistema de ecuaciones, tal como
se muestra a continuacion:

8c+v =140

Observamos que hemos encontrado una ecuacién con dos
incégnitas (sistema no-cuadrado). Para encontrar la solucién despe-
jamos la incégnita v (ndmero de vacas) v = 40 — 8¢ y dejamos como
variable libre la ¢ (ntimero de cerdas).

Hemos encontrado una ecuaciéon que depende de ¢ (cerdas),
ahora bien, observe que el valor que puede tomar ¢ (cerdas) para que
v (vacas) resulte un nimero natural es: 1 < ¢ < 5, es decir este sistema
tiene un nuimero finito de soluciones que en este caso corresponde
a 4, debido al contexto del problema porque, si ¢ = 5, la cantidad de
vacas seria cero, y este no es un numero natural.

Ahora si el valor de c (cerdas) es igual a 1, el nimero de vacas
que habia en la granja seria: 32. Si ¢ = 2, la cantidad de vacas es: 24.
Si ¢ = 3,la cantidad de vacas es: 16.

Finalmente, si ¢ = 4, la cantidad de vacas es: 8.
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Método de Gauss-Jordan para resolver
un sistema de ecuaciones

Para poder aplicar este método debemos entender qué es un
pivote y como aplicar las operaciones elementales sobre fila y nos
apoyaremos en las obras de Skiba (2019) y Castaneda et al. (2020).

DEFINICION 2.3

Un pivote es el primer numero diferente de cero de izquierda a
derecha que tenga cada fila de una matriz.

EjempLo 2.4
0 3 1

0 0 5
Por ejemplo, en la matriz [( , 2] el pivote de la fila uno es 3,
de la dos es 5 y de la fila 3 es el ndmero 2.

Por otro lado, existen tres operaciones elementales que pueden
aplicarse a las filas de una matriz, las explicamos a continuacién por
medio de algunos ejemplos:

A) INTERCAMBIAR DOS FILAS

Ejempro 2.5

) 2 3 -1 .
Sea la matriz, 4 = [1 2 _3]. Podemos encontrar una matriz
equivalente a ella (pero no igual) cambiando la fila uno por la fila
dos. Esto lo escribiremos en adelante como sigue:

2 3 -1 1 2 3
12-3]f19f2-23-1
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B) CAMBIAR UNA FILA POR UN MULTIPLO ESCALAR DE OTRA.
EjempLO 2.6

Sea la matriz, A= [12 3 ;] . Podemos cambiar una fila
por un multiplo escalar de ella. Por ejemplo,

-2
1

-6 9 -3

3 -1
2-31’61%3]0112-3

Es importante mencionar que, en este caso, el escalar debe ser
necesariamente diferente de cero.

C ) CAMBIAR UNA FILA POR UN MULTIPLO ESCALAR DE OTRA SUMADA CON ELLA.

Ejempro 2.7
2 3 1
. L A=|2 2 -3
Digamos que tenemos la matriz 1 .1 2] entoncespode-

mos encontrar una matriz equivalente a ella cambiando una fila por
el multiplo de cualquier otra sumada con ella misma. Por ejemplo,

2 3 1 1 0 7
2 2 3lA - 3-fs+fi|2 2 -3
1 -1 2 1 -1 2

En detalle, hicimos lo siguiente en la primera fila:

3-f+ 1
3-[1 -1 2]+[2 3 1]
[3 -3 6]l+[2 3 1]
[1 o 7]

Conociendo lo anterior procedemos a resolver un primer sis-
tema de ecuaciones utilizando el método de Gauss-Jordan (Nunez,
et al., 2019; Skiba, 2019).
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Ejercicio 2.2

Utilice el método de Gauss-Jordan para resolver el siguiente
sistema de ecuaciones lineales:

{ 2x-y+2z=2
3x-3y+z=-1

Sorucion

Antes de iniciar con el método debemos escribir la matriz am-
pliada (Estruch et al., 2017) que es la matriz de coeficientes adjuntando
los términos independientes:

[ 2 -1 2|2 ]
-3 -3 111

Ahora, el primer paso del método consiste en convertir el elemento
en la posicién a;; en 1. Para ello, aplicamos la segunda operacion ele-

mental cambiando la fila 1 por la misma fila multiplicada por el inverso
del nimero que queremos convertir, en este caso el inverso del 2.

532 - dalh 4L

Diremos que la fila 1 es nuestra fila pivote y su pivote es el 1.

El segundo paso es volver cero los demds elementos que se
encuentren en la columna del pivote de la primera fila. Para ello,
aplicamos la tercera operacion elemental, cambiaremos la fila dos por
3 veces la fila 1 més la fila 2.

[13 _1/2 1 ]fz -3 f1+f2[0 31//22 11]

El siguiente paso es volver 1 el pivote de la segunda fila, en este
caso 3/2. Para ello, solo debemos cambiar la fila 2 por 2/3 de ella. Esta
nueva fila 2 serd nuestra nueva fila pivote.
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Y WA PR YR YA

Finalmente, debemos aplicar el paso ntiimero dos de nuevo, es
decir, volver cero los elementos que estén en la columna de nuestro
nuevo pivote. A tal fin, vamos a cambiar la fila 1 por 1/2 (opuesto del
numero que deseamos anular) de la fila pivote (que ahora es la fila
2) maslafila 1.

1 -1/2 1] 1 1 1 0 7/315/3
0o 1 8/3|4/3] ho- E'fi'*fi[o 1 8/3l4/3

10 7/3
La matriz de coeficientes [0 1 8§3] recibe el nombre de matriz
escalonada reducida por filas. Estas matrices se definen de la siguiente
forma Nufies et al. (2019); Skiba (2019):

DEFINICION 2.4

Matriz escalonada por filas

« Si existe una fila nula, debe estar de ultima.

+ El pivote de cada fila debe ser 1.

+ Entre dos filas consecutivas el pivote debe estar a la derecha del
pivote de la fila inmediata superior.

+ Los elementos que estén por encima de cada pivote deben ser ceros.

Una vez que hemos aplicado este proceso podemos reescribir
nuestro sistema de ecuaciones, pero ahora tomando en cuenta como
coeficientes los obtenidos en nuestra tltima matriz. En lugar de resolver

el sistema original { Zxy+2z=2

vamos a resolver este:
-3x-3y+z=-1

+Llz=2
*T3473

LB 4
yT34=3
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Como podemos ver, este sistema tiene dos ecuaciones con tres
incognitas, en estos casos dejamos una variable libre, es decir, una
variable que puede tomar cualquier valor real y que por facilidad
siempre tomaremos la variable cuyos coeficientes son distintos de uno,
en este caso la variable z. Asi, la solucidn del sistema viene dada por:

57
x—3'3Z
48
y=3737%
ZER

Este sistema diremos que compatible indeterminado ya que tiene
infinitas soluciones, es decir, para cada valor que asignemos a z (de los
infinitos que puede tomar) podremos encontrar un valor para xy otro
para y. Algunos ejemplos de soluciones para este sistema son los siguientes:

X y z
4 4 -1
26/3 28/3 -3
5/3 4/3 0
-2/3 -4/3 1
-16/3 -20/3 3

Como vemos podemos encontrar infinitas soluciones solo asig-
néndole a la variable libre (z) valores arbitrarios. Sin embargo, hay que
tomar en cuenta que en un problema de aplicacién solo podremos
fijar valores que guarden coherencia con el contexto del problema
como lo veremos en algunos ejemplos mas adelante.

Ejercicio 2.3

Analice la solucién del siguiente sistema de ecuaciones:

2x-y = =2
x-3y = -3
-x+2y=-5
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Sorucion

Este sistema de ecuaciones no es cuadrado porque tiene tres
ecuaciones y solo dos incégnitas, por ello no podemos aplicar el mé-

todo de Cramer. Por lo tanto, usaremos el método de Gauss-Jordan
para encontrar su solucion.

Armamos una matriz ampliada usando los coeficientes de la
variable y los términos independientes:

2 -1]-2
1 -3(-3
-1 21-5

Vamos a convertir el pivote de la primera fila en 1, en este caso
basta con cambiar la fila 1 por la fila 2. En caso de que la fila 2 no
tuviera como pivote al 1, solo tendriamos que multiplicar por 1/2 la
fila uno y asi cambiariamos el pivote de esta fila en 1.

2 -1-2 1 -3-3
I1 -3 -3] fi - fz[z 1 -2]
5

-1 21-5 -102
Ahora debemos volver ceros todos los niimeros que estén en la

columna del pivote de la fila 1. Para ello, usamos la tercera operacién
elemental:

-3

1 -3 1 -3|-3
lZ -1 -2] o = 2-fitf, 5 4’]
1 21-5 -1 21-5
1 -3|-3 1 -3|-3

[0 5 4] fs - 1-fi+f0 5 4]
-1 215 0 -11-8

Ahora vamos a cambiar de pivote, y ponemos nuestra atenciéon
en la segunda fila, lo que nos dice el método es que el pivote de esta
fila debe ser 1. Para ello, solo debemos multiplicar la fila 2 por 1/5 (el
inverso del pivote de esta fila):
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1 -3]-3 . [t -31-3
[0 5 4] f, - E-fz[o 1 4/5]
0o -1l-8 0o -1l -8

Repetimos el tercer paso, es decir, debemos anular todos los
elementos que estén en la columna del pivote de la fila 2.

1 -3] -3 1 0]-3/5
[0 1 4/5] i & 3-f+fil0 1 4/5]
0 -1l -8 0 -1l -8
1 0[-3/5 1 0]-3/5
[0 1 4/5] fs - 1-fL,+f10 1 4/5]
0 -1l -8 0 ol1/5

Finalmente, podemos plantear nuestro sistema de ecuaciones li-
neales a partir de la matriz escalonada reducida por filas que obtuvimos

x =-3/5
{y=4/5
0=1/5

Como puede notarse hemos llegado a una igualdad que de-
nominaremos como absurda, porque obviamente 0 no es igual a 1/5.
Entonces diremos que si aplicamos operaciones elementales sobre la
matriz ampliada asociada al sistema de ecuaciones y llegamos a un
absurdo el sistema es incompatible (o inconsistente), es decir, no
tiene solucion.

2x-y = =2
En conclusion, el sistema x-3y =3 no tiene solucién, lo que
> -x+2y=-5 109

significa que no existe ningun par ordenado (x, y) que satisfaga las
tres ecuaciones a la vez.

Con base en los ejemplos que hemos venido trabajando pode-
mos plantear el siguiente esquema (figura 2.1) que puede servir de
referencia para clasificar las posibles soluciones que tiene un sistema
de ecuaciones lineales.
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Figura 2.1.
Clasificacion de los sistemas de ecuaciones lineales

Unica
solucion

Determinado

Compatible

Infinitas
soluciones

Indeterminado

Existe
solucién

Sistema de
ecuaciones lineales |—

No existe
solucion

Incompatible

Ejercicio 2.4

Analicemos el siguiente sistema de ecuaciones:

2x-2y +3z=-5

{2x+y+22=1
2x+4y+z=7

SoLucIioN

Este sistema de ecuaciones lineales es cuadrado (mismo nimero
de ecuaciones y de incdgnitas). Por lo tanto, en principio podemos
pensar en aplicar la Regla de Cramer, pero como ya mencionamos
esta regla solo funciona si el determinante de la matriz de coeficientes
es distinto de cero, y el lector podra demostrar facilmente usando la
Regla de Sarrus que A4 = 0:

2 1 2
A =2 -2 3]=0
2 4 1
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Asi pues, en este sistema de ecuaciones lineales a pesar de ser
cuadrado, no es posible resolverlo usando la Regla de Cramer, lo cual
ya nos proporciona una informacion respecto al sistema: no es com-
patible determinado. Al resolverlo solo tendremos dos opciones, si
es compatible serd indeterminado (infinitas soluciones) o en caso
contrario sera incompatible (no tiene solucion alguna). Cuando nos
encontremos con este tipo de ejercicios la manera de abordarlos serd
usando el método de Gauss-Jordan:

2x-2y +3z=-5

{2x+y+2221
2x +4y+z=7

Armamos la matriz ampliada:

2 1 2|1
2 -2 3|5
2 4 117
El pivote de la primera fila lo convertimos en 1.
2 1 21 L o2 112
2 -2 3]-5 f1 - §f1 2 -2 3] -5
2 4 117 2 4 117

Los elementos que estén en la columna del pivote de la primera
fila deben volverse ceros.

1 1/2 1]1/2 1 1/2 1|1/2
[2 -2 3 -5] = 2-fitfhl0 3 1 -6]
2 4 1l 7 2 4 1l 7
1 1/2 1]1/2 1 1/2 1|1/2
IO 301 -6] fi - 2-fi+fzl0 -3 1 ‘6]
2 4 1l 7 0o 3 -1l 6

Cambiamos de pivote, ahora centramos nuestra atencién en el
pivote de la segunda fila, y lo convertimos en 1.
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1 1/2 1|1/2 1 1/2 1 |1/2
[0 301 -6] £, - -§-f2[0 1 -1/3 2]
o 3 -le 0 3 -1l

Anulamos los elementos que estdn en la columna del pivote
de la segunda fila:

1 12 1 (12 ) 1 0 7/6(-1/2
[o 1 -1/3 2]f1 S o2 f+filo 1 -1y3 2]
o 3 -1le 2 03 116
1 0 7/6|-1/2 1 0 7/6|-1/2
[o 1 -1/3 z]fg - 3 f+fsl0 1 -1/3 2]
03 116 o0 olo

Como ya hemos llegado a una matriz escalonada reducida por
filas, escribamos nuestro nuevo sistema de ecuaciones lineales:
7 1
X + EZ = - E
1
y-§z =2

0=0

Como puede verse la tltima ecuacién representa una igualdad
que siempre es verdadera, este tipo de igualdad se conoce como una
identidad, las identidades no proporcionan informacion, pero tampoco
contradicen las otras igualdades, por lo tanto, podemos prescindir de
ellas. Nuestro sistema quedaria asi:

7

X+EZ='§

! =2
)"§Z—

El nuevo sistema que encontramos no es cuadrado, tenemos

mads incdgnitas (3) que ecuaciones (2), por lo tanto, dejamos una
variable libre (la z) y nuestro sistema esta resuelto:
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17
x—'z'gZ
1
y=2+=z
ZER

Como podemos notar, el sistema de ecuaciones lineales es com-
patible indeterminado, es decir, tiene infinitas soluciones.

El ejercicio que acabamos de analizar nos demuestra que no
todos los sistemas cuadrados siempre son compatibles determinados.

Estudiemos otros problemas aplicados a la actividad agropecuaria.

ProBLEMA 2.12

Las granjas Mi Primavera y Cayambe compraron, cerdos, vacasy
patos. Mi Primavera compro 4 cerdos, una vacay 10 patos en total pagéd
$1050. La granja Cayambe compré 3 cerdos, una vacay 7 patosy pagé $920.
sCudl es el costo por cerdoy vaca? ;Cudnto pagara la granja El Encanto por
2 cerdos, una vacay un pato? Considere el precio por patoigual a: $6 y $7.

SoLucioN

Procedemos a definir las incégnitas del sistema de ecuaciones
cuya solucién debe responder a las preguntas. ;Cudl es el costo por
cerdo 'y vaca? ;Cudnto pagard la granja El Encanto por 2 cerdos, una
vacay un pato?

c: Costo por cerdo.
v: Costo por vaca.

p: Costo por pato fijado en $6 y $7.

Definidas las variables y con la interpretacién del enunciado
del problema procedemos a plantear el sistema de ecuaciones, como
se muestra a continuacion:

128



SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

{4—C + 1v + 10p = 1050
3c+1v+7p =920

Observamos que hemos formado un sistema de ecuaciones no
cuadrado de dos ecuaciones y tres incdgnitas, este sistema no pode-
mos resolverlo mediante el uso de la Regla de Cramer (la matriz no es
cuadrada). Sin embargo, podemos utilizar el método de Gauss-Jordan,
para ello usaremos las operaciones elementales por filas, como se
muestra a continuacién:

[4 1 10(1050

920] o _f1[1 1/4 5/2|525/2

920
1 1/4 5/2 525/2]f_)4 1 1/4 5/2525/2
0 1/4 -1/2 265/2 z z lo 1 -21 530

1 0 3130
fl_)fl f2 0 1 ) 530]

f> = f2-3fi

De la ecuacién 1y 2 hemos encontrado:
c+3p=130 wv-2p =530

Ambas ecuaciones dependen de P (patos), este sistema mate-
madticamente tiene infinitas soluciones. Sin embargo, en el contexto
del problema se menciona que el precio por pato es de: $6 y $7, esto
define a la variable libre p = $6 y p = $7.

Con el valor de p = $6, el costo por cerdo es: $112, el precio por
vaca es: $542 y la granja El Encanto pagaria por: 2 cerdos, una vacay
un pato, la cantidad de $772.

Con el valor de p = $7, el costo por cerdo es: $109 y el precio
por vaca es: $544 y la granja El Encanto pagaria por: 2 cerdos, una vaca
y un pato, la cantidad de $769.

ProBLEMA 2.13

Una granja tiene tres razas de vacas lecheras: Holstein, Pardo
Suizoy Jersey. Si la granja vendi6 en total 60 animales. Ademas, la venta
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de vacas de la raza Holstein fue el doble de la raza Pardo Suizo. ;Cuantas
vacas de la raza Holstein'y Pardo Suizo vendi6 la granja? Considere que
la granja comercializ6 9 vacas de la raza Jersey.

SorucioN

Procedemos a definir las incégnitas del sistema de ecuaciones
las cuales deben responder a la pregunta. ;Cudntas vacas de la raza
Holstein y Pardo Suizo vendi6 la granja?

h: cantidad de vacas Holstein vendidas
p: cantidad de vacas Pardo Suizo vendidas.

j: cantidad de vacas Jersey vendidas fijada en 9

Definidas las tres variables h,p y j y con la interpretacion del
enunciado del problema procedemos a plantear el sistema de ecua-
ciones, el cual resulta:

{h+p+j= 60
h=2p

Observemos que hemos formado un sistema no cuadrado que
no podriamos resolver usando la Regla de Cramer (la matriz de coe-
ficientes es no cuadrada). Sin embargo, podemos usar el método de
Gauss-Jordan.

Asi la matriz aumentada resulta:
[1 60]
20
Ahora mediante operaciones elementales por fila resulta:

r=fohly 3 4l 2 3£ 1 15

1 0 2/3140
fl_)fl'fZ 0 1 1/3 20
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De las ecuaciones 1 y 2 hemos encontrado:
2
3

1

h+3)=40; p+3j=20
Ambas ecuaciones dependen de j (Jersey), este sistema mate-
madticamente tiene infinitas soluciones. Sin embargo, en el contexto
del problema se menciona que la cantidad de vacas de la raza Jersey

vendidas es de: 9 unidades, esto define a la variable libre j = 9, es decir:

Con el valor de j = 9, la cantidad de vacas de la raza Holstein
es de 34 y la cantidad de vacas vendidas de la raza Pardo Suizo es: 17.

Método de Gauss-Jordan para hallar
la inversa de una matriz

En el apartado 1.4.2 estudiamos cémo calcular la inversa de
una matriz por el método de la adjunta, veamos ahora que también
podemos aplicar el método de Gauss-Jordan, tal como lo veniamos
haciendo con los sistemas de ecuaciones lineales para hallar la inversa
de una matriz (Nufez et al., 2019).

Ejercicio 2.5

1 3 3
Calcule la inversade lamatrizA=|3 1 2 ]
-1 3 -1

Recordemos que una matriz tiene inversa si su determinante es
distinto de cero. Por ello, antes de aplicar el método de Gauss-Jordan cal-
culemos el determinante de A. Esto podemos hacerlo facilmente usando el
método de Sarrus y dejamos al lector la tarea de verificar este resultando:

1 3 3
det[A]=[3 1 2[=26
-1 3 -1

Como el determinante de A es distinto de cero sabemos que
A tiene inversa. Sigamos el método de Gauss-Jordan para hallar la
inversa de A.
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. El primer paso en construir una matriz ampliada, donde
colocaremos la matriz A del lado izquierdo y la matriz iden-
tidad del lado derecho:

1 3 3|1 00
31 2|10 1 0
-1 3 -110 0 1

. Ahora vamos a aplicar el método de Gauss-Jordan de la
misma forma que lo hicimos con los sistemas de ecuaciones
lineales. Recordemos que el primer paso era convertir el
pivote de la primera fila en 1, pero como ya es 1, pasamos
al siguiente paso que consiste en anular los elementos que
estdn en la columna del pivote de la primera fila.

1 3 3|11 00 1 3 3|1 0 0
[3 1 2(0 1 0] fa = 3-fi+f, -8 -71-3 1 O]
-1 3 -110 0 1 -1 3 -110 0 1
1 3 3|1 0 O 1 3 3|1 0 0
IO -8 -71-3 1 0] fz = 1-fi+f;|l0 -8 -7]-3 1 0]
-1 3 -110 0 1 0 6 211 0 1

. Ahora vamos a cambiar de pivote, y centramos la atencién
en el pivote de la segunda fila, que debemos convertir en 1.

1 3 3]1 0 0 L 13 311 0 0
[0 8 713 1 0|l f, - -—-fZ[O 1 7/8|3/8 -1/8 o]
0 6 201 0 1 8 "loe 211 o 1

. Repetimos el segundo paso, anulamos los elementos de la
columna donde se encuentra el pivote de la fila 2.

13 3|1 0 0 1 0 3/8/-1/8 3/8 0
0 1 7/8{3/8 -1/8 0| i~ -3-f,+fil0 1 7/8/3/8 -1/8 0]
06 211 0 1 06 211 0 1
1 0 3/8/-1/8 3/8 0 1 0 3/8,-1/8 3/8 0
[0 1 7/8/3/8 -1/8 o| i—--6f,+f|0 1 7/8|3/8 -1/8 o}
06 211 0 1 0 0 -13/41-5/4 3/4 1

. Ahora pasamos al pivote de la tercera fila y lo converti-
mos en 1.

132



SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

10 3/8(-1/8 3/8 0 10 3/8-1/8 3/8 0
[o 1 7/8|3/8 -1/8 0] f3—>__-f3[0 1 778/ 3/8 -1/8 0 ]
0 0 -13/4l-5/4 374 1 B3 7o o 1ls5/13 -3/13 -4/13

6. Del mismo modo que antes, anulamos los elementos que
estdn en la columna del pivote de la tercera fila.

1 0 3/8/-1/8 3/8 0
o 1 7/8/3/8 -1/8 0 ]
0o 0o 115/13 -3/13 -4/13

1.0 0
0 1 7/8
00 1

3/8 -1/8 0

-7/26 6/13 3/26
5/13 -3/13 -4/13]

3
f1_)'§f3+f1

1 0 01-7/26 6/13 3/26

[o 1 7/8/ 3/8 -1/8 0 ]

0 o 11l5/13 -3/13 -4/13
; 1 0 0[-7/26 6/13 3/26
fio-gfi+h|0 1 0[1/26 1/13 7/26]
0 o 1l5/13 -3/13 -4/13

Cuando seguimos el método de Gauss-Jordan para hallar la
inversa de una matriz cuyo determinante es distinto de cero, siempre
llegaremos a la matriz identidad del lado izquierdo de la matriz am-
pliada, y el resultado que encontramos a la derecha serd justamente
la matriz inversa que estamos buscando. Por lo tanto, la inversa de la

matriz A viene dada por:
7/26 6/13 3/26
At=|1/26 1713 7/26
5/13 -3/13 -4/13
Sistemas de ecuaciones lineales y la matriz inversa

Ahora que conocemos qué es y como se halla la inversa de
una matriz, bien sea por el método de la adjunta o por el método de
Gauss-Jordan, vamos a utilizarla para resolver un sistema de ecuaciones

lineales cuadrado.

Partamos de la siguiente idea:
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“Todo sistema de ecuaciones lineales cuadrado tiene asociado una
ecuacion matricial”,

Entendamos esta proposicién con un ejemplo.

EjemrLo 2.8 X+3y+3z=—2

. 3x+y+2z=-5 . .
Para el sistema ( _x 43y.,=0 podemos identificar tres

matrices que estdn implicitas en él:

1 3 3
A=|3 1 2] Matriz de coeficientes
-1 3 -1
-2
B = |-5| Matriz de términos independientes
0
x
X = y] Matriz de las variables (incégnitas)
Z

Si ahora multiplicamos la matriz A por la matriz X resulta:

1 3 37 x

A-X=13 1 2]-[)’]

-1 3 -1 Lz

x+3y+3z -2
A-X=|3x+y+2z :[-5]=B

-x + 3y-z 0

Luego, A - X = B, esta es la ecuaciéon matricial asociada al sistema.
Sin embargo, para resolver el sistema lo que necesitamos conocer es la
matriz de las variables X. Entonces, procedemos a despejar la matriz
X de la ecuacién matricial asociada:

A-X=B

Lo primero que debemos tener en cuenta es que la matriz A debe
ser invertible para poder despejar X, lo que significa que su determi-
nante debe ser diferente de cero, y ya vimos antes que si esto ocurre
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en un sistema cuadrado entonces podemos asegurar que el sistema
es compatible determinado. Resumimos con el siguiente enunciado:

“El método de la matriz inversa solo funciona para resolver sis-
temas de ecuaciones cuadrados que sean compatibles determinados”

Asi pues, el método de la inversa es una alternativa a la Regla
de Cramer al momento de resolver un sistema de ecuaciones.

Procedamos a despejar la matriz de las variables de la ecuacion
matricial:

A-X=B

A1+ A-X = A - B Multiplicamos ambos lados por la izquierda por la
inversa de A

(A1-A)-X = A1 B Asociamos la inversa de A con A.

I-X = A'- B Por definicion de matriz inversa este producto es la matriz
identidad.

X = A+ B La identidad multiplicada por cualquier matriz resulta la
misma matriz.

Por lo tanto, tenemos la solucién a nuestra ecuacion matricial: X = A1 - B

TEOREMA 2.1

Sea 4 - X = Blaecuacion matricial asociada a un sistema de ecuacio-
nes lineales cuadrado compatible determinado, es decir, det[A] # 0.
Entonces la solucién del sistema viene dada por x = 4 - B.

A partir de lo anterior, resolvamos el sistema de ecuaciones
planteado inicialmente.

Ejercicio 2.6
x+3y+3z=-2
Resuelva el sistema de ecuaciones {3x +y + 2z = =5
x+3y-z=0
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Sorucion

3x+y+2z=-5

[x+3y+3z=—2
-x+3y-z=0

a. Lo primero que hacemos es identificar las tres matrices:

1 3 3 -2 X
A=|3 1 2 B=-5X=P]
103 -1l 0 z

b. Luego, calculamos la matriz inversa de A utilizando el mé-
todo que prefiramos, en este ejemplo podemos ver que la
matriz de coeficientes es la misma matriz que utilizamos
antes para hallar su inversa, asi que ya conocemos A™.

7 6 3
26 13 26
|l 17
26 13 26
5 3 4
13 13 13

c. Por ultimo, utilizamos la solucién a la ecuacién matricial aso-
ciada al sistema para encontrar los valores de las incognitas:

X=A1B
7 6 3
26 13 26| ,
X=A'1'B=i i l--s
26 13 26| |
5 -3 -4
13 13 13
-23
13
x=|2
13
5
13
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Luego,

, =28 -5 ,_3
13;y 13 ; 13

Veamos un par de problemas.

ProBLEMA 2.14

Un comerciante vendi6 424 kg de queso entre cheddary mozza-
rella. Si el costo por kg de cada queso fue de: $9 y $13 respectivamente
y la venta total en délares fue de: $5000. ;Cudntos kilogramos de cada
tipo de queso vendié el comerciante?

SoLucIioN

Procedemos a definir las incégnitas del sistema de ecuaciones
las cuales deben responder a la interrogante ;Cudntos kilogramos de
cada tipo de queso vendié el comerciante?

c:Kilogramos de queso cheedar vendidos.

m: Kilogramos de queso mozarrella vendidos.

Definidas las dos variables y con la interpretacion del enunciado
del problema procedemos a plantear el sistema de ecuaciones.

{ c+m= 424
9c + 13m = 5000

Resolvamos este sistema utilizando la inversa de la matriz
de coeficientes.

Llamaremos A la matriz de coeficientes
1 1
A= [9 13]
Procedemos a calcular A utilizando el método de la matriz
adjunta cuya férmula conocemos:
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-1 1 d t
A% = orta) WAl

Calculamos la matriz adjunta de A.

Los cofactores de A resultan:

C;; = (—1D113] =13 C, = (D29| = —
Gy = (_1)2+1|11| =-1 Gy = (_1)2+2|9| =1

Luego, la matriz adjunta viene dada por:
13 -9
adj [A] = [ ]
Ahora la matriz adjA* vy resulta:
e 3 -1
adj [4°] ‘[-9 1]
Procedemos a calcular el determinante de la matriz A
|1 1|_42_q_
det[A] = |9 13| =13-9=14

La inversa de la matriz A sera:

113 1 13/4 -1/4
“[ ]= -9/4  1/4

Finalmente X = A*B resulta:

13/4 -1/4] (42471 _ [128
-9/4 1/4]'[5000 [2 ]

Es decir, el comerciante vendi6 128 kg de queso cheddary 296 kg
de queso mozzarella.
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ProBLEMA 2.15

Una granja tiene entre caballos, cerdosy vacas 400 animales. Si
la cantidad de caballos es igual al doble de la cantidad de vacasy la
cantidad de vacas es el triple de la cantidad de cerdos. ;Cuantos caballos,
cerdos y vacas hay en la granja?

SoLUCION:

Procedemos a definir las incégnitas del sistema de ecuaciones
las cuales deben responder a la interrogante ;Cuantos caballos, cerdos
y vacas tiene la granja?

ca: cantidad de caballos que hay en la granja.

ce: cantidad de cerdos que hay en la granja.

v: cantidada de vacas que hay en la granja.

Definidas las tres incognitas €€ YV y con la interpretacion
del enunciado del problema procedemos a plantear el sistema de
ecuaciones, el cual resulta:

ca=2v

{ca+ce+v= 400
v = 3ce

Reordenando el sistema resulta:

ca-2v =20

{ca+ce+v= 400
3ce+v=0

La matriz de coeficientes resulta:

1 1 1
A=I1 0 -2
0 -3 1

En este caso procedamos a calcular 4 con el método de
Gauss-Jordan, como se muestra a continuacion:
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1 1 111 0 O
[10-2010]

0 -3 110 0 1

Mediante las operaciones elementales por fila llevaremos la
matriz A, a la matriz identidad, es decir:

1 1 1|1 0 0 1 1 1|1 0 0
ll 0 -2|0 1 0] fz_’fz'fl[o -1 -3|11 1 0]
0 -3 110 0 1 0 -3 110 0 1
1 1 1|11 0 0 11 111 0 0
fo = -1f, 0 1 3/1 -1 0|s=>f3+3,]0 1 3|1 -1 0
0 -3 1l0 o 1 0 0 1013 -3 1
10 -210 1 0
fi=>fi-fzl0 1 3|1 -1 0
0 0 1013 -3 1
1 [ 0 -2 O 1 0
fsmohlo 1 31 -1 0
o0 o 1l3/10 -3/10 1/10
1 0 -2 0 1 0
f2 —>f2-3f3[0 1 0|1/10 -1/10 -3/10]
0 0 113/10 -3/10 1/10
1 0 0]6/10 2/5 2/10
fi »fi+2f;]10 1 of1/10 -1/10 -3/10]
o0 o 1l3/10 -3/10 1/10

Ahora A1 resulta:

1 0 0/3/5 2/5 1/5
At=[o 1 o|1/10 -1/10 -3/10]
0 o 1l3/10 -3/10 1/10

Finalmente X = A'B resulta:
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1/10 -1/10 3/10 40

3/5 2/5 1/5] [400] [240
1o ]|=
3/10 -3/10 1710/ L 0 120

Es decir, en la granja hay 240 caballos, 40 cerdosy 120 vacas.
Ejercicios y problemas propuestos

Ejercicios propuestos

1. Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones usando la

Regla de Cramer.
{3x +2y=-5 b {Zy = -5
4x-2y =1 ' 4x-y =0
x-3y+2z=2 2x+4y-z+3=0
c [5x+4y+6z=—5 d. x+y-z+5=0
X+ 2y-z = -2 3x-2y-z-1=0
x+y+zw=1
x-2z=10
e ¥+2y+z=-1 f x+4y+z+7=0
2x-y+z= -2 vtz =2
x-2y-z =2 yrz=

2. Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones usando el
método de la matriz inversa.

{x+y=—5 b {x-y=2
3x-2y =1 x-2y = —1
x+2z=0 -x-3y+2z-2=0
c Ix+4y+z=—7 d [5x+5y-32+5=0
X+ 2y =-2 X+ 2y-z=-2
-x+2y-\i/=3 x+y-2z=3
e. xtw=-1 f. [-y+z=—5
-y+z=5 _
x+y-z=-1
x+y-z=2
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. Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones usando el
método de Gauss-Jordan.

x+2y=1 2x+y=1

* {x-y=—1 {x+y=3
y-x = =5 x+2y=-2

« {-y=2 {3xy 4
x-y+z=1 -x-y + 2z =2

e. {x+z=—2 f. [2x+y3z——3
-x-Z = —3 x+2y=-1
x+zw=2 x+y+zw=0
2y+z+w=1 X-y-Zz+w=—2

& 2x-y = 2 h. x-y+z-2w=1
x+y-z=-2 x+ 2y-z-w =2

. Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones usando el
método que considere conveniente.

x+2y=1 2x+yz—1
: Xy =-1 b x+ +z=3
x+5y=3 y
x+2y=-2
{4y-2x=—5 4 3x-y =4
2x-y = 2 xy=0
4x+y =2
xy+z=1 x+y-2z=3
x+y-z=0 ; x-y+z=-5
< -x+y-z=-3 ’ 3x+y-3z=1
xX+yz=2 x+y-z=-1
x+y-2z=3 Zx'JH'éZiZB
g {x+y5z=7 o {extys3z=-
x+yz=1 x-2y=-1
-x-z=-1
x+z-w=2 _
y4z+w=—1 x+y+zw=1
x-y-z+w=-1
i 2x-y =0 j.
x-y+z-2w=1
Xx+y=3 X+ 2y-z-w = 2
-x +y-2z=2 y -
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Problemas propuestos

1.

Juan y Andrés necesitan transportar su cosecha de hortali-
zas hasta una feria agroecoldgica; ambos van a una misma
cooperativa de camionetas. Las camionetas cobran una tarifa
diaria mds una tarifa por la distancia recorrida en kilémetros.
Juan pag6 $260 por dos dias y 100 kilometros. Andrés pagd
$511 por tres dias y 250 kilémetros. ;Cudl es la tarifa diaria
de una camioneta y cudl es la tarifa por kilémetro?
En una feria agroecoldgica Maria y Luis vendieron 12 ani-
males entre cuyes y conejos. El precio por cada animal fue de
$5y $6 respectivamente, ademds, el ingreso total fue de $62,
determinar cudntos cuyes y conejos vendieron Marfa y Luis.
Luisa y Nancy deben pagar una deuda que suma $870 a un
proveedor de frutas; si el doble de lo que debe Luisa menos
lo que debe Nancy asciende a $420. ;Cudl es la deuda de
Luisa y Nancy?
Lisbeth pag6 por 3 lechugas y 10 tomates $2,5. Cristina pagé
por 5 lechugas y 3 tomates $2,80 ;Cudnto cuesta cada lechuga
y cada tomate?
Marlon es distribuidor de pavos, durante el lunes, martes
y miércoles vendi6 en total 1800 libras. El lunes vendié 12
libras mas que el martes y el miércoles vendi6 20 libras mas
que el lunes. ;Cudantas libras de pavos vendié cada dia?
El perimetro de un terreno rectangular es de 1225 m, si el
largo es dos tercios del ancho. Calcule:
a. Las dimensiones del terrero
b. El drea en m?
c. Cudntas plantas de aguacate se podria cultivar si cada
una requiere de un drea de 49 m?
El perimetro de una cisterna de seccién rectangular es de
16 m. Si el largo es el doble del ancho, determine cudnto
mide el largo y anchos; la altura si el volumen es de 30 m’ y
la cantidad de tanqueros de agua necesarios para llenar la
cisterna si cada camidn tiene una capacidad de 3 m°.

143



ALGEBRA MATRICIAL

8. Maria dispone de una granja y desea invertir $12500 en la
compra de cerdas, cabras y vacas. La inversion en la compra
de las cerdas es el doble de lo que invierte en la adquisicién
de cabras y vacas juntos. Pasado un ano el costo por cerda
y cabra se ha revalorizado un 3 % y 5 % respectivamente,
mientras que el costo por vaca ha disminuido un 4 %; como
resultado de esto Maria ha obtenido un ingreso de $450.
Determine cuanto fue la inversién que hizo Maria en la
compra de las cerdas, cabras y vacas.

9. Juan, Luis y Johanna fueron a una feria agroecoldgica. Juan
compro6 3 kg de culantro, 2 kg de perejil y 1 kg de apio en
total pag6 $4,8. Luis compré 2 kg de culantro, 3 kg perejil
y 2 kg de apio y cancel6 $5,8. Johanna compré 3 kg de cu-
lantro, 1 kg perejil y 2 kg de apio en total pagd $4,5. ;Cual
es el precio por kg de cada producto?

10. Una fabrica de lacteos envasa leche en fundas de 250 ml, 500
ml y 1000 ml. Cierto dia envasé en total 80 fundas, ademds
ese dia se dieron cuenta que habia 10 fundas mds del tamafio
pequeno que del mediano. Sabiendo que el costo por litro
es de $0,90 y que el ingreso por la venta de la leche de ese
dia fue de $45. ;Cudntas fundas de leche se envasaron por
cada tamano?

11.Un pequeno comerciante adquiri6 60 kg de carne de cerdo,
res y borrego invirtiendo $290, el precio por kg de carne de
cerdo es de $5, el kg de res $4,5 y el kg de borrego $6, ademas,
la cantidad de kg de carne de cerdo comprada fue igual a la
cantidad de carne de res mds el 50 % de carne de borrego.
;Cudntos kg de carne de cerdo, de res y borrego compro el
pequeno comerciante?

12.Una floricola vendié 500 tallos de rosas: Vendela, Freedom,
Explorer y Blue mondial, si el precio por tallo de cada varie-
dad es de $1, $0,90, $1,50 y $0,80 respectivamente y el total de
ingreso fue de $448. Ademas, la venta de la cantidad de tallos
de la variedad Freedom fue el doble de la variedad Explorer
y la comercializacion de la cantidad de tallos de la variedad
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Blue mondial fue el tripe de la Vendela mas Freedom. De-
termine la cantidad de tallos vendidos por variedad de rosa.
13.Un productor quiere sembrar 100 kg de una mezcla forrajera
entre gramineas y leguminosas. Si la cantidad de leguminosas
representa 1,85 veces mas que gramineas. Determine:

a.

b.

La cantidad en kg de gramineas y leguminosas que
utilizard.

Silas gramineas son el pasto azul, bizon y tetralite y estos
representan en porcentaje del 20 %, 10 % y 5 %, determi-
ne la cantidad en kg de cada graminea que deberd usar.

14.En la granja Cayambe existe un recipiente cilindrico para
almacenamiento de agua. Si el perimetro es de 12,56 m. Ade-
mds, la altura del recipiente es el doble del radio. Determine:

a.

o a0 T

El radio y altura del recipiente.

El drea del fondo del cilindro.

El 4rea de la superficie del cilindro.

El volumen del recipiente.

Peso del fluido si el tanque estd lleno a la mitad y el
liquido es agua, considere el peso especifico del fluido
9810 N/m?

15.La superficie de un terreno esta representada por un trapecio
isosceles y el perimetro es de 200 m, ademads los lados no
paralelos miden cada uno 50 m.

Determine:

El lado largo y corto del terreno, si el lado largo es el
doble del lado corto.

El drea del terreno.

El costo de la parcela si el precio es 80$/m?
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